A B Sosinsky Introducere în topologie curs de curs Moscova Editura MCNMO UDC BBK C Sosinsky A B С Introducere în topologie: Curs de curs - M : MTsNMO: NMU, - p ISBN - - - - Cartea se bazează pe un curs de topologie predat studenților din anul I și II de la NMU, precum și studenților americani, ca parte a programului Math in Moscow Prima parte este o introducere generală în topologie, cu accent pe obiectele geometrice cu dimensiuni reduse (grafice, suprafețe, curbe în plan, noduri) și invarianții acestora (caracteristica Euler, gradul de mapare a unui cerc, gradul relativ al unui punct) la o curbă, grup fundamental) A doua parte este o introducere în topologia algebrică, incluzând grupuri de homotopie, omologie celulară, simplială și singulară, împreună cu clasice precum dualitatea Poincaré, teoria obstrucției, Gurevich, Hopf-Whitney, teoremele Lefschetz, spațiile Eilenberg-MacLane, pachetele vectoriale Pentru studenți și profesori universitari BBK Publicație educațională pentru universități Alexei Bronislavovici Sosinsky Introducere în Topologie: Curs de curs Editura Centrul Moscovei educație matematică continuă , Moscova, Bolshoi Vlasevsky per , I Tel ( ) - - Semnat pentru tipărire pe decembrie Format x Lb Hartie offset Imprimare offset Pech l Tiraj Ordin Tipărit în SRL „Imprimeria, Mittel Press” Moscova, st Rustaveli, , bloc Telefon/fax + ( ) - - , - - E-mail: mittelpress@mail ru + ISBN - - - - © Sosinsky A B , © MTsNMO, cuvânt înainte Această carte este o înregistrare a unui curs obligatoriu de topologie care a fost predat (și este predat) la Universitatea Independentă din Moscova studenților ruși din anul I și II, precum și studenților americani care participă la programul Math in Moscow Acest curs a fost creat treptat de V V Prasolov și A B Sosinsky încă de la întemeierea NMU, l-au citit alternativ în anii zero și zece ai acestui secol Textul acestei cărți se bazează pe două pamflete (în engleză) de V V Prasolov și A B Sosinsky și este o traducere puternic editată și corectată a amalgamului lor Cartea „Topologie homotopică” de D B Fuchs și A T Fomenko a avut cea mai mare influență asupra conținutului și modului de prezentare a broșurilor menționate mai sus; autorul acestor rânduri a fost un student activ al cursului de topologie al lui Dmitri Fuks în momentul în care scria prima versiune a acelei cărți remarcabile, iar Viktor Prasolov a fost studentul lui Anatoly Fomenko Cel mai simplu mod de a vă familiariza cu conținutul cursului este să vă uitați la cuprinsul Principiile de selecție a materialului și modul de prezentare a acestuia sunt determinate de înțelegerea mea a rolului topologiei în formarea unui matematician profesionist Din punctul meu de vedere, topologia nu este doar una dintre cele mai importante părți ale matematicii și un subiect de studiu interesant în sine, ci și o parte esențială a fundamentului tuturor matematicii, cea mai bogată sursă de metode și rezultate utilizate în toate disciplinele matematice stiinte Este clar că doar o mică parte din ascultare V V Prasolov, A V Sossinsky Topologie-I: Note de curs Universitatea Independentă din Moscova, ; AB Sossinsky Topologia II: Note de curs Universitatea Independentă din Moscova, cuvânt înainte Participanții la curs vor deveni matematicieni de cercetare specializați în special în topologie, astfel încât cursul se concentrează pe acele părți ale topologiei care au aplicații în alte domenii ale matematicii Avem de-a face într-o măsură mai mare cu obiecte geometrice specifice și nu ne străduim la maximă generalitate și abstractizare Această carte constă din două părți, fiecare dintre acestea corespunzând unui semestru de prelegeri (cel mai adesea a fost al doilea semestru al primului an și primul al celui de-al doilea) Prima parte a cărții (cursurile - ) se numește „Topologie elementară”; poate fi caracterizat ca o introducere în topologie cu accent pe obiecte specifice de dimensiuni joase (grafice, suprafețe, poliedre și complexe CW, curbe în plan, împletituri, noduri tridimensionale, acoperiri) și cei mai simpli invarianți ai acestora (caracteristica Euler) , gradul de mapare a unui cerc în sine, gradul unui punct în raport cu o curbă, numărul de rotație, grupul fundamental) Ne-am luat libertatea de a dedica una dintre prelegeri (Lectura ) unui subiect care aparține în mod formal analizei mai degrabă decât topologiei (și anume câmpuri vectoriale pe plan și pe suprafețe); În această prelegere, teorema lui Poincaré este demonstrată asupra coincidenței indicelui unui câmp vectorial pe o suprafață cu caracteristica lui Euler Printre alte aplicații „externe” ale topologiei, notăm două dovezi diferite ale așa-numitei „teoreme fundamentale a algebrei” (Lec și ) A doua parte (cursurile - ) se numește „Introducere în Topologia Algebrică”; este dedicat teoriilor celulare, simple și singulare ale (co)omologiilor și grupurilor de homotopie (inclusiv clasice precum teorema lui Gurevich, dualitatea Poincaré, teoremele Lefschetz și Hopf–Whitney, spațiile Eilenberg–MacLane, obstacolele la extinderea mapărilor), teoria pachetului (inclusiv vector și G-bundle, spații de clasificare, construcția lui Milnor) Prezentarea acestor secțiuni clasice de topologie algebrică are loc în limbajul modern al teoriei categoriilor, dar această teorie în sine nu este dezvoltată sau utilizată aici Ultima „prelegere” (care nu a fost susținută niciodată în această formă!) vorbește într-un stil de ansamblu despre diverse subiecte clasice de topologie algebrică, pe care nu am avut întotdeauna timp să le acopăr în curs (functorii Ext și Tor, formula pentru coeficienți universali și formula lui Künneth, dualitate Alexander, (co)omologii cuvânt înainte Ceh) În plus, această „prelecție” dă o idee despre două subiecte foarte importante - secvențe spectrale și clase caracteristice, la care nu am reușit niciodată să ajung la cursul de curs Acest lucru se face astfel încât studenții care finalizează un curs introductiv de topologie să știe ce mai au de învățat dacă continuă să-l studieze (ca știință „pură” sau ca știință aplicată) * * * Autorul îi este recunoscător în primul rând lui Viktor Prasolov, cu care a fost creat acest curs; participanții la curs care au subliniat inexactități și și-au exprimat nemulțumirea justă față de calitatea prezentării pasajelor individuale; Mihail Panov, care a creat cele mai rafinate desene, și Viktor Shuvalov, autorul restului, în care trebuia să corecteze inexactitățile originalelor; Grigory Merzon, care a condus în mod creativ exercițiile pentru acest curs de mai multe ori și a contribuit la îmbunătățirea formulării problemelor și, de asemenea, a citit întregul text și a eliminat o serie de inexactități; Boris Frenkin pentru traducerea atentă; și în cele din urmă din nou lui Viktor Shuvalov pentru formatarea și editarea finală a textului Partea I Topologie elementară Cursul Topologia submulților de spațiu Materialul din această prelegere ar trebui să vă fie în mare parte familiar de la cursurile de analiză avansată, dar îl vom aminti în detaliu pentru a ne asigura că sunteți fluent în conceptele sale de bază (set deschis, cartografiere continuă) și capacitatea de a lucra cu acestea § Afișări continue Topologia este matematica continuității Fie R mulțimea tuturor numerelor reale Se spune că o funcție /: R —> R este continuă într-un punct x GR dacă pentru orice e > există > astfel încât inegalitatea I/(x )-/(x)| cu centrul p ∈ Rn, adică mulțimea Sau(p) := {q ∈ Rn: d(p, q) JR este continuă într-un punct p există > astfel încât /(p) G Oe(/(po)) pentru toate P e O ( p ) O funcție f se numește continuă dacă este continuă în toate punctele p GRn Aceasta este definiția continuității în cazul (mai puțin elementar) al analizei funcțiilor mai multor variabile Cursul Topologia submultimilor spatiului R' O mulţime G c se numeşte deschisă în Rn dacă pentru fiecare punct g GG există > astfel încât O (g) c G Fie X cu IG O submulțime U cu X se numește deschisă în X dacă pentru orice punct și GU există > astfel încât O (u) DXcU O definiție echivalentă: o submulțime U cu X este deschisă în X dacă U - V ∩ X, unde V este o mulțime deschisă în Rn Este clar că orice uniune de mulțimi deschise și orice intersecție finită de mulțimi deschise este deschisă Fie X și Y submulțimi în Rn O mapare f:X^>Y este numită continuă dacă preimaginea completă a oricărui set deschis este deschisă, adică V este deschis în Y => / (V) este deschis în X Aceasta este definiția continuității ca unul dintre conceptele inițiale ale topologiei Să comparăm aceste trei definiții ale continuității Este clar că definiția topologică nu este doar cea mai scurtă, ci și cea mai simplă în esență Mai mult, duce la cele mai simple dovezi Iată un exemplu Teorema Compoziția mapărilor continue este, de asemenea, continuă Mai detaliat: dacă X, Y, Z sunt submulțimi de Rn și f: X -> Y și g: Y ^> Z sunt mapări continue, atunci compoziția lor, adică maparea h = gof:X^Z, hM —*g(f(xy), este continuă Dovada Fie deschisă mulțimea W cu Z Atunci mulțimea V :=/ (VI) cu Y este deschisă (deoarece maparea f este continuă) Prin urmare, mulțimea U ;=g- (V) cX este deschisă (deoarece maparea g este continuă) Aici U = h~ (W) □ Să comparăm această demonstrație cu demonstrația aceleiași teoreme în analiză Dovada de mai sus este mult mai simplă Conceptul de multime deschisa, prin care se defineste continuitatea, este fundamental in topologie Alte concepte topologice importante (vecinatate, multime inchisa, inchidere, interior, limita, compactitate, legatura liniara etc ) sunt definite in termeni de multimi deschise § Închidere, chenar, interior O vecinătate a lui x într-o submulțime X a lui Bn este orice mulțime deschisă (în X) care conține x § Echivalența topologică Lasă LSH; un punct xA se numește punct interior al lui A dacă are o vecinătate U în X conținută în A Mulțimea tuturor punctelor interioare ale lui A se numește interiorul lui A în X și se notează Int(B) Un punct aeA se numește punct izolat al unei mulțimi A în X dacă are o vecinătate U în X astfel încât U A A = a Un punct x e X se numește punct de limită al unei mulțimi A în X dacă orice vecinătate U e x în X conține puncte din A și puncte nu din A, adică U A A ^ și U A (X - A) ^ ; limita (multimea punctelor de limita) multimii A se noteaza cu BdQA) sau dA Unirea unei mulțimi A și granița ei se numește închiderea mulțimii A în X și se notează ClosQA, X) (sau ClosQA), sau A dacă X este clar din context) Teorema Fie A cu Rn (a) O mulțime A este închisă dacă și numai dacă conține toate punctele sale limită (b) Interiorul lui A este cel mai mare set deschis (prin includere) conținut în A (c) Închiderea mulțimii A este cea mai mică (prin includere) mulțime închisă care conține A (d) Granița unei mulțimi A este diferența teoretică a mulțimii dintre închiderea ei și interiorul său: Bd(Â) = Clos(Â) - Int(Â) Dovezile acestor afirmații decurg direct din definiții și probabil că ți le amintești din cursul analizei § Echivalența topologică Un topolog este o persoană pentru care nu există nicio diferență între o ceașcă de cafea și o gogoașă Scopul acestei secțiuni este de a vă învăța cum să reprezentați obiecte (figuri geometrice) așa cum le văd topologii, adică considerând figuri echivalente dacă fiecare dintre ele poate fi deformată bijectiv și continuu într-o alta Cursurile de analiză nu v-au învățat acest lucru și poate dura ceva timp până să vă înțelegeți Fie X și Y „figuri geometrice”, adică submulțimi arbitrare ale lui Kn Ele sunt numite echivalente din punct de vedere topologic Cursul Topologia submultimilor spatiului R' sau homeomorfă dacă există un homeomorfism între ele, adică o mapare bijectivă continuă h: X -* Y astfel încât maparea inversă /Γ este continuă Pentru un topolog, figurile homeomorfe sunt una și aceeași figură: un cerc este același cu limita unui pătrat sau triunghi, hexagon, elipsă; un arc de cerc este același cu un segment; disc - la fel ca un pătrat sau un triunghi (inclusiv interiorul acestuia); limita unui cub este aceeași cu o sferă sau cu limita unui cilindru sau a unui tetraedru Dacă o proprietate este păstrată sub orice homeomorfism, atunci se numește topologic Exemple de proprietăți topologice: compactitate, conectivitate liniară (vor fi definite în această prelegere, dar mai târziu) Exemple de proprietăți care nu sunt topologice: lungime, suprafață, volum, delimitare Poate părea surprinzător că mărginirea nu este o proprietate topologică; Ca o ilustrare, vom demonstra asta intervalul deschis ( , ) este homeomorf la dreapta reală R! Acest lucru este dovedit de construcția explicită a homeomorfismului h: ( , ) -► IR ca o compoziție a celor două homeomorfisme p și s prezentate în Fig Orez Homeomorfismul h: ( , ) -> B Ca o altă ilustrare, luați în considerare Fig , ; este intuitiv clar că torul nu este homeomorf la sferă (deși nu putem demonstra acest lucru încă!) Cu toate acestea, un tor obișnuit este homeomorf cu torul înnodat prezentat în figura din dreapta, deși par „foarte diferiți din punct de vedere topologic”; acesta este un exemplu de figuri care sunt homeomorfe, dar imbricate diferit în R Mai târziu, și anume în prelegerea despre teoria nodurilor, vom reveni asupra acestei distincții § Conectivitate liniară unsprezece Orez Sferă și doi tori La sfârșitul prelegerii, luăm în considerare două proprietăți topologice importante ale figurilor geometrice, care vor fi utilizate constant în acest curs § Conectivitate liniară O mulțime XcRn se numește conectată la cale dacă oricare două dintre punctele sale pot fi conectate printr-o cale, adică dacă pentru orice x, y GX există o astfel de mapare continuă: [ , ] -> X, încât (£( )=y Teorema Imaginea unui set conectat la cale sub o mapare continuă este conectată la cale Mai detaliat: dacă o hartă f: X-+Y este continuă și X este conectat la cale, atunci f(X) este conectat la cale Dovada Fie y ; y e/(X); Xj și X :=/ (y ); Xj și x sunt puncte arbitrare din și, respectiv, X Apoi există o hartă continuă ip: [ , ] -*X astfel încât ip( ) = xrn ^( )=x (deoarece X este conectat la cale) Să considerăm maparea 'φ: [ , ] → J(X) dată de formula φ :=fo Y este continuă și mulțimea este compactă, atunci f(X) este compactă Dovada Fie {Va} un capac deschis al setului /(X) Atunci fiecare multime Ua :=/ (Va) este deschisă în X (după definiția continuității), și astfel {Ua} este o acoperire deschisă a lui X Dar X este compact, deci {Ua} are o subacoperire finită, să zicem {Uai, , UaN}- Atunci, evident, {/(Pai), ,/( al/)} este o subcopertă finită în {Va} □ Astfel, am arătat că compactitatea este o proprietate topologică Fapt O mulțime X cu IRn este compactă dacă și numai dacă X este închis și mărginit Nu dăm o dovadă a acestui fapt, pentru că de fapt nu este topologic: cuvântul „mărginit” nu are sens pentru un topolog; de obicei această dovadă este dată în cursuri de analiză § Sarcini Folosind definiția continuității în termenii e- , dați o dovadă detaliată că compoziția a două funcții continue este continuă § Sarcini Fie maparea F:R astfel încât funcțiile /iAo(y) := :=F(x , y) și f }y (x) :=F(x, y ) sunt continue pentru orice x , y e Is funcția Este F(x, y) continuă? Demonstrați afirmațiile (a)-(d) ale teoremei Orașele Ap B sunt legate prin două drumuri Doi călători pot călători pe aceste drumuri din AB B în așa fel încât distanța dintre ei în orice moment să nu depășească km Poate un călător să meargă de la A la B, iar celălalt de la B la A (pe aceste drumuri) în așa fel încât distanța dintre ei în orice moment să fie mai mare de km? Fie A c și x G Kn Distanța de la punctul x la submulțimea A este d(x, Â) = inf{||x - a||: aeL} (a) Demonstrați că funcția /(x) = d(x, A) este continuă pentru orice Ac (b) Demonstrați că, dacă mulțimea A este închisă, atunci funcția /(x) = d(x, A) este pozitivă pentru orice x A Fie X o submulțime a lui B dată de ecuația xy = (adică X este uniunea a două drepte) Dați exemple de cartiere din X: (a) punctele ( , ); (b) punctele ( , ) Descrieți mulțimea tuturor punctelor x din R pentru care d(x, A) = , , , unde mulțimea A este dată de următoarea condiție: (a) x + y = ; (b) x + y = ; (c) * x + y = ; (d) A este pătratul ariei Fie A și B submulțimi din mulțimea X definită în problema Să presupunem că A și B sunt homeomorfe, iar A este deschis în X, B trebuie să fie deschis și în X? Construiți un homeomorfism între limita cubului I și sfera S Construiți un homeomorfism între planul B și cercul deschis B :={pgR : |p| X astfel încât / ( ) - a și /( ) - b Punem Lo -=/ (L) și Bo := / (B) Aceste mulțimi nu se intersectează, sunt deschise (ca imagini inverse complete ale mulțimilor deschise) și acoperă segmentul [ , ] (din moment ce /([ , ]) cX=LiB) Știm că eB Fie ^ cea mai mică limită superioară a setului Ao Dacă £ eL , atunci Lo nu poate fi deschis, deci £ aparține lui Bo; dar atunci Vo nu poate fi deschis Contradicţie Pentru a doua afirmație, vezi problema □ O conexiune, ca o conexiune liniară, nu este doar o proprietate topologică: ea este păstrată sub orice mapări continue (nu numai în cazul homeomorfismelor) Teorema Imaginea continuă a unei mulțimi conectate este conectată, adică dacă maparea f: X - + Y este continuă și X este conectat, atunci f(JC) este conectat Curs Spații topologice abstracte Dovada Presupunem contrariul: fie X conectat, dar /(X) nu este conectat Atunci /(X) poate fi reprezentat ca Lie B, unde A și B sunt închise și deschise, negoale și nu se intersectează Să setăm L/=/ (L) și Bx =/ (B) Atunci X = A' U B', A' A B' - , mulţimile A' şi B' sunt deschise (ca imagini inverse complete ale mulţimilor deschise) şi închise (ca complemente ale mulţimilor deschise) Dar asta înseamnă că X nu este conectat, o contradicție □ Componenta conectată a unui set deconectat este, aproximativ vorbind, una dintre câteva dintre „piesele” sale Definiția formală este următoarea: o componentă conexă a unui spațiu X care nu este neapărat conectat este orice submulțime conexă a spațiului X care nu este conținută într-o submulțime conexă mai mare a acestui spațiu Este ușor de demonstrat că orice componentă conexă a spațiului X este închisă în X § Separabilitate Proprietăți importante ale spațiilor topologice sunt asociate cu diverse axiome de separare care caracterizează posibilitățile de „separare” a punctelor și/sau a mulțimilor (adică plasarea lor în vecinătăți neintersectate) Să definim doar o astfel de proprietate, cea mai naturală și mai cunoscută: un spațiu topologic se numește Hausdorff dacă oricare două puncte distincte au vecinătăți care nu se intersectează Este clar că spațiul euclidian și oricare dintre submulțimile sale sunt Hausdorff, la fel ca orice spații metrice (de ce?) Faptul trist că există spații topologice non-Hausdorff este considerat în problema § Alte exemple de spații topologice În această secțiune, vom lua în considerare treisprezece obiecte matematice clasice (nu neapărat cunoscute cititorului) care aparțin unor domenii complet diferite ale matematicii Toate sunt spații topologice S-ar putea să vă surprindă că unele obiecte din diferite ramuri ale matematicii și fizicii, care la prima vedere nu au nimic în comun, se dovedesc a fi echivalente din punct de vedere topologic (homeomorfe) Vezi, de exemplu, problema § Alte exemple de spații topologice Să începem cu exemple din algebră ( ) Grupul GL(n) al tuturor matricelor (u x u) nedegenerate ( ) Grupul (u) al tuturor transformărilor ortogonale ale spațiului H e n ( ) Mulțimea tuturor polinoamelor de gradul n cu coeficient de conducere Următoarele exemple sunt legate de geometrie ( ) Spațiul proiectiv real RPn de dimensiunea n ( ) Grassmannianul G(k, u), adică mulțimea de planuri k-dimensionale care conțin originea, într-un spațiu afin n-dimensional ( ) Avionul Lobaciovski Următorul exemplu este legat de analiza complexă ( ) Sfera Riemann C și suprafețele Riemann în general Și iată exemple din mecanica clasică ( ) Spațiul de configurare al unui corp rigid care se rotește în jurul unui punct fix în spațiul tridimensional ( ) Spațiul de configurare al unei tije rectilinie care se rotește în spațiu tridimensional în jurul (a) unul dintre capete, (b) mijlocul său ( ) Spațiul de configurare al unui mecanism plat cu balamale, adică setul de poziții ale unui sistem de tije rectilinii pe un plan conectat prin balamale, și pozițiile unor balamale sunt fixe Iată două exemple din geometria algebrică ( ) Mulțimea soluțiilor p = (xx , x ) eK a următorului sistem de ecuații: Xj + X + Xs = , xgx + x x + x x = , x + x + x " + * * + * * - X? + Xg + x^ = , x x + x x + x x = ( ) Orice varietate afină cu topologia Zariski este un spațiu topologic spaţiul de configurare al unui sistem mecanic este ansamblul tuturor poziţiilor acestuia dotate cu o topologie naturală Curs Spații topologice abstracte În concluzie, un exemplu din teoria sistemelor dinamice (ecuații diferențiale) ( ) Spațiul de fază al biliardului pe disc § Sarcini Demonstrați că orice hartă către un spațiu cu un punct este continuă Pentru submulțimile arbitrare A, B c, definim distanța dintre A și B prin setare d(A, B) := inf {||a - b ||: a GA,b G B} (a) Este adevărat că d (L, S) d (L, B) + d (B, S)? (b) Fie A c o submulțime închisă și C c R" o submulțime compactă Demonstrați că există un punct c e C astfel încât d(A, C) = d(A, c ) Demonstrați în continuare că dacă mulțimea Și pe lângă faptul că este compact, atunci există un punct aoA astfel încât d(A, C) = d(a , c ) Demonstrați că orice submulțime închisă a unui spațiu compact este compactă Demonstrați că topologia spațiului are o bază numărabilă (adică o bază constând dintr-o familie numărabilă de mulțimi deschise) Introduceți o topologie „naturală” pentru fiecare dintre următoarele seturi: (a) mulțimea Mat (ch, u) a tuturor matricelor de dimensiune n × m; (b) spațiu proiectiv real RPn de dimensiunea u; (c) Grassmannianul G(k, u), adică mulțimea tuturor planurilor k-dimensionale care conțin originea unui spațiu afin n-dimensional; (d) mulțime de soluții р = (хІ х , *з, * )G a următorului sistem de două ecuații: xț + xf + xț + x^ = , ХІХ ХЗХ = - ; (e) mulțimea tuturor polinoamelor de gradul n cu coeficientul de conducere (a) Spațiul topologic GL(n) este conectat? (b) Demonstrați că spațiul topologic SO( ) este conex (c) Demonstrați că spațiul topologic GL( ) este format din două componente conexe spațiul de bază al unui sistem dinamic este mulțimea tuturor stărilor sale, adică perechile (poziție, vector viteză), dotate cu o topologie naturală § Sarcini (a) Demonstrați că funcția d(x, y) = max{|xi - yj, i = , ,u}, unde x - (x ,xn) și y = (y , yn) definește o metrică în Rn P (b) Demonstrați că funcția d(x, y) = Хіхі — Уіі definește metrica în Rn I= (c) Descrieți vecinătatea ^ a punctului ( , , , ) în termeni de metrici de la elementele (a) și (b) Demonstrați că orice spațiu metric este Hausdorff și construiți un exemplu de spațiu non-Hausdorff Fie X un spațiu Hausdorff Demonstrați că pentru oricare două puncte distincte x, y eX există o vecinătate U ex a cărei închidere nu conține punctul y Fie C un subspațiu compact al unui spațiu Hausdorff X, și fie x GX \ C Demonstrați că punctul x și mulțimea C au vecinătăți disjunse Demonstrați că oricare două mulțimi compacte disjunse dintr-un spațiu Hausdorff au vecinătăți disjunse Dați un exemplu de spațiu topologic conectat, dar nu conectat la cale Demonstrați că RP este homeomorf față de spațiul SO( ) și spațiul de configurare al unui corp rigid care se rotește în jurul unui punct fix în spațiul tridimensional Luați în considerare spațiul de configurare al unui mecanism articulat de patru tije conectate între ele într-un cerc Dați descrierea sa topologică ca o curbă plană dacă: (a) lungimile tijelor sunt , , , și o tijă de lungime este fixă; (b) toate tijele sunt de lungime egală și una dintre ele este fixă (Sugestie: răspunsul la (a) nu este un cerc ) Oferiți o descriere topologică a spațiului de configurare al unui mecanism articulat de cinci tije conectate într-un cerc dacă: (a) lungimile tijelor sunt , , , , , cu tija cea mai lungă fixă; (b)* toate tijele sunt de lungime egală, cu o tijă fixă (Sugestie: în ambele cazuri, răspunsurile sunt suprafețe ) Cursul Construcții topologice În această prelegere, vom studia construcțiile de bază utilizate în topologie Acestea vă permit să construiți un nou spațiu topologic bazat pe unul sau mai multe spații topologice Începând cu cele mai simple spații, se pot construi altele din ce în ce mai complexe, inclusiv cele care sunt principalele obiecte de studiu în topologie § unire disjunctă Unirea disjunctă a două spații topologice X și Y în cazul în care mulțimile X și Y nu se intersectează este uniunea lor cu următoarea topologie: mulțimea W este deschisă în spațiul XU Y dacă mulțimile W P X și W P Y sunt deschise respectiv în X și Y Dacă mulțimile X și Y se intersectează, definiția devine ceva mai complicată În primul rând, facem artificial aceste mulțimi disjunctive prin înlocuirea lui Y cu un set de aceleași elemente, dar etichetat, să zicem, cu un asterisc: Y* := {(y, *): y G Y}, apoi procedăm ca mai sus, declarând deschideți seturi W în Xi Y* astfel încât VIPH și VIPU* sunt deschise în X și respectiv Y* În ambele cazuri, obținem un spațiu topologic, care va fi notat cu XiY Această alegere a topologiei asigură continuitatea înglobărilor naturale X ^ XiY (x - x) și Y XiY (y -» y) Este ușor de observat că submulțimile lui XiY (nu scriem în mod explicit stelele în Y* dacă există, dar presupunem prezența lor) sunt deschise și închise în XU Y, astfel încât mulțimea XY este deconectată (cu condiția ca XY nu este gol) § produs cartezian § produs cartezian În linii mari, produsul cartezian a două spații se obține dacă o copie a celuilalt spațiu este plasată în fiecare punct al unui spațiu Mai precis, fie X și Y spații topologice; consideram multimea de perechi X x Y = {(x, y): eY} si introducem pe X x Y topo- logica cu urmatoarea baza: o multime W C X xY apartine bazei daca are forma W = U x V, unde U este o multime deschisa in X si V este deschisa in Y Este usor de verificat ca in acest caz obținem de fapt un spațiu topologic, care se numește produsul cartezian al spațiilor X și Y Această alegere a topologiei asigură continuitatea proiecțiilor naturale XxY-*X ((x, y) - x) și XxY^Y ((x, y)->y) Exemple clasice: (i) produsul cartezian a două segmente este un pătrat; (ii) produsul cartezian a două cercuri este un tor; (iii) produsul cartezian a două drepte reale R este planul R Teorema Produsul cartezian al unui disc n-dimensional și al unui disc m-dimensional este un disc (u + m)-dimensional Produsul cartezian al spațiilor Rn și Rm este spațiul Rn+m Dovedit direct § factorul spațial În linii mari, un spațiu coeficient este obținut dintr-un spațiu dat prin identificarea tuturor punctelor din unele dintre submulțimile sale („partiționarea” spațiului în aceste mulțimi) Mai exact, fie X un spațiu topologic, ~ o relație de echivalență pe o mulțime X; considerați clasele acestei echivalențe ca puncte ale mulțimii de câte X/~ și introduceți o topologie pe aceasta, declarând deschise toate astfel de submulțimi U cX/% astfel încât U* := {x G £: £ T} este deschisă în X ~ și se notează X/~ Această alegere a topologiei asigură continuitatea designului natural X X/~ (x £, unde £ e x) Curs Construcţii topologice Fie X și Y spații topologice, A și B subspații închise în X și Y, respectiv, f: A-* B fie o hartă continuă (Cazul special în care f este un homeomorfism este adesea luat în considerare ) În uniunea disjunctă a mulțimilor X și Y, identificăm toate punctele fiecărei mulțimi din familie ^>:= {LuGChy L^B} Notăm relația de echivalență corespunzătoare cu ~, notăm spațiul coeficient (XU Y)/~ cu X Uf Y și spunem că acest spațiu se obține prin lipirea spațiului Y cu X cu / De exemplu, fie h: EV dD| este un homeomorfism (aici B , D sunt două exemple ale discului, q denotă limita) Atunci O D este homeomorf la sfera S Dacă A este o submulțime a unui spațiu topologic X, atunci X/A va desemna un spațiu de coeficient prin următoarea relație de echivalență: x ~ y dacă și numai dacă x, yeA De exemplu, cu dop^§p § Con, suprastructură și îmbinare ( ) În linii mari, un con peste un spațiu topologic se obține atunci când un punct fix este conectat prin segmente de linie dreaptă de toate punctele din spațiu Mai precis, să fie X un spațiu topologic; se consideră produsul cartezian X x [ , ] (care se numește cilindru peste X) și se introduce o relație de echivalență (x, ) ~ (y, ) asupra lui pentru orice x, y GX; acum definim un con peste X ca spațiul coeficient al unui cilindru prin această relație de echivalență: C(X) := (X x [ , ])/~ Rețineți că toate punctele (x, t) la t = sunt lipite de un punct, care se numește vârful conului Prin definiție, conul peste mulțimea goală este format dintr-un punct Un con peste un punct este un segment, iar un con peste un cerc este homeomorf pentru un disc (deși este mai natural să ne gândim la el ca suprafața de limită a unui con circular obișnuit) ( ) Informal vorbind din nou, o suspensie peste un spațiu topologic se obține dacă două puncte sunt conectate prin segmente drepte la toate punctele spațiului dat § Con, suprastructură și îmbinare Suprastructura poate fi vizualizată și ca un con dublu („pe ambele părți”) deasupra spațiului dat Mai precis, să fie X un spațiu topologic; luați în considerare produsul cartezian X x [- , ] și următoarea relație de echivalență asupra acestuia: (x, )^(y, ) și (x, - ) până la (y, - ) pentru orice x, y gx; definim acum suspensia peste X ca spațiul coeficient al cilindrului X x [- , ] în raport cu S(X) :=(Xx[- , ])/^ Prin definiție, suspendarea peste setul gol este setul în două puncte S O suspensie peste un set de două puncte este homeomorfă la un cerc, iar peste un cerc este homeomorfă la o sferă bidimensională Conceptul de suspensie este extrem de important în topologie, în special în topologia algebrică (unde brusc se dovedește a fi mult mai important decât conceptul de con) ( ) Vorbind informal, se obține o unire a două spații dacă fiecare pereche de puncte a acestor două spații este conectată printr-un segment Mai precis, fie X și Y spații topologice; se consideră produsul cartezian X x [- , ] x Y și se identifică (după relația de echivalență, pe care o notăm cu =) toate perechile de puncte de forma (x , y) = (x , , y), precum și toate perechile de forma (x , - , y ) = (x, - , y ) Spațiul topologic rezultat X*Y := (Xx [- , ] xY)/e se numește unire a spațiilor X și Y Teorema Un con peste o sferă n-dimensională este un disc (n + )-dimensional, iar un con peste un disc n-dimensional este un disc (u + )-dimensional O suprastructură peste o sferă n-dimensională este o sferă (n + V)-dimensională, iar o suprastructură peste un disc n-dimensional este un disc (n + V)-dimensional Îmbinarea unui disc n-dimensional și m-dimensional este un disc (n + m + }-dimensional Îmbinarea unei sfere n-dimensionale și m-dimensionale + m + V)-dimensională Pentru demonstrație se realizează construcția corespunzătoare în spațiul euclidian al dimensiunii cerute; în fiecare caz, homeomorfismul dorit nu este dificil de construit, deși pentru valori mari ale nm este dificil de vizualizat (vezi Exercițiul ) Cel mai simplu (și singurul cu adevărat ilustrativ) non-trivial Curs Construcţii topologice Orez Con și suprastructură Îmbinarea a două segmente Un exemplu real este o îmbinare a două segmente (acesta este un tetraedru - cu alte cuvinte, un simplex tridimensional); vezi fig § Spații simple Un simplex -dimensional, sau, pe scurt, un -simplex, este un punct, un -simplex este un segment de linie, un -simplex este un triunghi, un -simplex este un tetraedru și așa mai departe definiție mai generală și mai precisă: un cgp n-simplex (sau p-simplex pe scurt) este un spațiu topologic cgp dotat cu un homeomorfism ht an -> A" = [e , e ; en], unde An este învelișul convex al mulțimii formată din u + puncte și anume originea = eo și capetele ei ,en ale vectorilor de bază unitare ai spațiului euclidian IRn Desigur, p-simplexul este homeomorf cu discul u Dn, dar are o structură mai bogată datorită homeomorfismului h Și anume, pentru orice і, і u, simplexul are un set de і-fețe, sau fețe de dimensiune і, fiecare dintre acestea fiind o imagine inversă completă sub maparea h a carcasei convexe (în Rn) a oricărui і + punct din setul {е , e , en} În acest caz, fețele ale unui n-simplex sunt numite vârfuri și vom scrie adesea sgn = [ , , ,n], unde i (i = , , , u) denotă pentru simplitate vârful /i (e ) Astfel, un -simplex are patru -fețe (triunghiuri), șase -fețe (muchii) și patru -fețe (vârfurile) Să fim de acord să considerăm mulțimea goală ca un simplex (- )-dimensional Notă § Spații simple că -simplexul (precum şi feţele sale) moşteneşte structura afină a spaţiului R prin intermediul homeomorfismului h: cr -»A cu B Să definim acum un spațiu simplicial (în altă terminologie, un complex simplicial) X ca un spațiu topologic X = |J st”, unde st" sunt simplexe, mai mult: N / A ( ) fața oricărui simplex h" : cx -> An este un simplex hk^ : cx -> Ak cu o structură afină moștenită de la st"; ( ) orice simplex c, m > - , poate fi o față a unui număr finit de simplexuri de dimensiuni superioare; ( ) intersecția a două simplexuri este un simplex și servește drept față comună a acestora ( ) o submulțime de X este închisă dacă și numai dacă intersecția sa cu fiecare simplex este închisă în acel simplex În acest curs, luăm în considerare în principal spațiile simpliale cu un set finit de simplexe, așa că adesea omitem adjectivul „finit” atunci când vorbim despre spații simpliale finite Prin dimensiunea unui spațiu simplicial X înțelegem dimensiunea simplexelor celei mai înalte dimensiuni din X și adesea o indicăm ca superscript și folosim notația Xn pentru un spațiu simplic n-dimensional și X dacă dimensiunile simplexelor din X nu sunt mărginite Se poate defini un spațiu simplic mai geometric, reprezentându-l ca o submulțime a unui spațiu euclidian, iar simplecele ca submulțimi ale acestui spațiu, mărginite de drepte, plane etc În fig prezintă două astfel de exemple de spații simple, reprezentate ca Orez Două spații simple ca submulțimi în B Curs Construcţii topologice submulțimi din B : o sferă de și un spațiu simplist bidimensional amuzant După cum arată următoarea teoremă, orice spațiu finit simplist X poate fi reprezentat ca o submulțime a unui spațiu euclidian în modul descris mai sus - în acest caz, se spune că X este încorporat liniar în Teorema Orice spațiu simplial finit n-dimensional Xn poate fi încorporat liniar în K n+ Nu vom folosi această teoremă și, prin urmare, vom omite demonstrația ei Cititorul se poate întreba de unde provine dimensiunea n + ; există exemple de spații simple unidimensionale (de exemplu, așa-numitul spațiu K , vezi Lectura de mai jos) care nu pot fi încorporate în B § spații CW În linii mari, un spațiu CW este obținut prin lipirea secvenţială a k-discurilor (k = , , , ) de-a lungul graniţei către partea (k - )-dimensională a spațiului deja construit și hărțile ale limitelor discurilor sunt continue (aceste hărți și imaginile lor sunt numite k-celule) Definiția formală a unui spațiu CW (sau, echivalent, a unui complex CW) este următoarea Fie X un spațiu topologic Hausdorff și i= unde X° este un spațiu discret, iar spațiul Xi+ se obține prin adăugarea uniunii disjunse a discurilor închise (i + )-dimensionale IID^+ la X prin intermediul unei mapări continue II X , unde = EYV " Vom numi imaginea multimii B^+ aeA sub o mapare naturală în Xi+ X este o celulă închisă, iar interiorul acesteia este o celulă deschisă Rețineți că dacă i = - , atunci D constă dintr-un singur punct, iar imaginea sa (care se numește vârf) este atât o celulă închisă, cât și una deschisă Un spațiu X se numește spațiu CW (sau complex CW) dacă sunt îndeplinite următoarele două condiții: (C) orice celulă închisă intersectează un număr finit de celule deschise; § Sarcini (W) o mulțime C cu X este închisă dacă și numai dacă intersecția sa cu orice celulă închisă este închisă C este prescurtarea pentru Closure Finite, W este prescurtarea pentru Topologie slabă Dacă numărul de celule este finit, atunci condițiile (C) și (W) sunt îndeplinite automat Rețineți că orice spațiu simplist poate fi considerat ca un spațiu CW (cum?) Spațiile simple sunt mai ușor de vizualizat decât spațiile CW, deoarece simplecele sunt mai simple decât celulele, dar structura spațiilor CW este mai economică De exemplu, o sferă cu de dimensiuni are structura unui spațiu CW cu doar două celule, în timp ce cea mai simplă structură a unui spațiu simplist pe această sferă conține sute de simplexe de dimensiuni , , , , § Sarcini Demonstrați că ID)n/dID)n Demonstrați că spațiul S xS este homeomorf față de spațiul obținut prin următoarea identificare a punctelor laturilor pătratului x , y : (x, ) ~ (x, ) și ( , y) ~ ( , y) (Acest spațiu se numește torus ) , * Fie I = [ , ] Demonstrați că spațiul S x I nu este homeomorf cu banda Möbius Demonstrați că următoarele spații (cu topologie naturală) sunt homeomorfe: (a) mulțimea de drepte în Rn+ care trec prin origine; (b) mulțimea de hiperplane din IRn+ care trec prin origine; (c) sfera §n, pe care se identifică fiecare pereche de puncte diametral opuse; (d) discul NU , în care sunt identificate puncte diametral opuse ale sferei limită §n = ENU Demonstrați că următoarele spații sunt homeomorfe: (a) mulțimea de linii complexe din Cn+ care trec prin origine; treizeci Curs Construcţii topologice (b) sfera § n+ cu C"+ , pe care sunt identificate puncte de forma Ax pentru toate A ∈ C, IAI = (pentru fiecare punct fix x ∈ § n+ ); (c) un disc U) n cu Cn, pe a cărui sferă limită se identifică § n = EII) n puncte de forma Ax pentru toate A G C, | A| = pentru fiecare punct fix xe n Demonstrați că C(S)P) și S(ID)n) (Aici și mai jos înseamnă homeomorf ) Demonstrați că RP și (CP ^S Demonstrați că C(Sn) bIY * și S(Sn) Este adevărat (pentru spații CW arbitrare) că (a) X*Y^Y*X; (b) (X * Y) *Z ^ X * (Y * Z); (c) C(X* Y) C(X) * Y; (d) £(X*Y)^£(X)*Y? Demonstrați că * Sm §n+m+ Demonstrați că §n+m“ \ x Sm (Presupus aranjarea naturală a sferei §n în §n+ng ) Demonstrați că (a) sfera S ; (b) torul T ; (c) spațiu proiectiv real RPn; (d) SRP-urile complexe ale spațiului proiectiv sunt spații CW și își construiesc structura CW cu cel mai mic număr posibil de celule (nu este nevoie să demonstrați că numărul de celule din construcția dvs este într-adevăr minim) Găsiți un exemplu de spațiu celular care satisface axioma W, dar nu satisface axioma C Găsiți un exemplu invers Cursul Contează Această prelegere este auxiliară, ar trebui considerată ca material suplimentar și o sursă de sarcini și exerciții Aici studiem o clasă de spații topologice foarte simple numite grafuri În linii mari, un grafic G este un set de puncte, numite vârfuri, împreună cu arce care leagă unele vârfuri, numite muchii Se pot defini graficele ca obiecte pur combinatorii sau ca spații topologice Simplitatea acestor obiecte se explică prin faptul că ca obiecte combinatorii sunt finite, iar ca spații topologice au cea mai mică dimensiune non-trivială (una) Cu toate acestea, graficele au multe proprietăți uimitoare, frumoase și departe de a fi evidente De remarcat, de asemenea, că teoria grafurilor joacă un rol foarte important în cercetarea modernă în diverse domenii aplicate ale matematicii, în informatica teoretică și aplicată, în modelele teoretice ale internetului § Definiții de bază Definiția unui grafic este aceasta Un graf (combinatorial) G este o pereche G = (V, ), unde V este o mulțime finită de obiecte, numite vârfuri, iar elementele mulțimii finite sunt niște perechi de vârfuri, numite muchii; dacă e - {p, i/} este o muchie, atunci spunem că e leagă x și v' sau că v pi' sunt capetele lui e; muchia e = {u, u'} se numește buclă în cazul u = u'; dacă există repetiții în mulțimea muchiilor (adică vreo două vârfuri u și v' sunt legate prin mai multe muchii), atunci spunem că graficul G are mai multe muchii Vom studia în principal graficele fără bucle și margini multiple și vom folosi termenul „graf” în sensul corespunzător; Curs Grafice cazurile în care sunt permise bucle sau margini multiple vor fi precizate în mod explicit Se spune că două grafice combinatorii sunt izomorfe dacă există o bijecție între mulțimile vârfurilor lor și o bijecție între mulțimile muchiilor lor care păstrează incidența (adică capetele muchiilor corespund capetelor muchiilor) Acum dăm o altă definiție a unui graf, nu combinatorie, ci topologică Un grafic (^topologic) G este un spațiu topologic G în care este marcată o mulțime finită V de puncte, numită vârfuri, și care este uniunea unui număr finit de arce, numite muchii, și fiecare arc este fie o polilinie deschisă conectarea a două vârfuri sau o polilinie închisă (numită buclă) care conține exact un vârf; se presupune că arcele (inclusiv buclele) se pot intersecta în perechi numai la vârfuri Graficele considerate în această prelegere sunt subseturi în R sau R cu topologia indusă din R sau R Dacă nu se specifică altfel, se presupune că nu au bucle sau margini multiple Un graf topologic se numește realizarea unui graf combinatoriu dacă există o bijecție între mulțimile vârfurilor lor și o bijecție între mulțimile muchiilor lor care păstrează incidența (adică capetele muchiilor corespund capetelor muchiilor) ); în această situaţie mai spunem că graful combinatorial este asociat cu cel topologic Evident, cele două grafice topologice asociate graficelor combinatorii izomorfe sunt homeomorfe Reversul nu este adevărat (de ce?) Gradul (sau valența) unui vârf și al graficului G este numărul de muchii care se termină în v (dacă există bucle care conțin v, atunci fiecare buclă crește gradul cu ) Calea care leagă două vârfuri u și u este o succesiune de muchii de forma {p = i? , i^}, •••j {Vk i,Vk = v'}, unde pentru tot i; dacă ѵ = ѵ',k^ ,n fiecare marginea căii este parcursă o singură dată, apoi calea se numește ciclu Un grafic G este conexat dacă oricare dintre vârfurile sale pot fi conectate printr-o cale Un grafic se numește arbore dacă este conectat și nu conține cicluri; Vârfurile unui arbore care au gradul se numesc frunze Presupunerea că arcele sunt linii întrerupte este pur tehnică; nu este limitează (până la echivalența topologică) clasa de grafice, dar ne permite să demonstrăm unele afirmații despre încorporarea graficelor, ceea ce ar fi foarte dificil fără această presupunere § Grafice plane și neplanare Pe fig Figura prezintă exemple de: (a) un grafic cu bucle și muchii multiple; (b) un copac; (c) un grafic fără bucle sau muchii multiple, dar cu cicluri Cele trei grafice prezentate în fig sunt submulțimi ale planului R Cu toate acestea, există grafice care nu pot fi plasate pe un plan Le vom analiza în paragraful următor § Grafice plane și neplanare Un graf topologic se spune că este plan dacă se află în planul R (și astfel muchiile sale nu au puncte comune) Un graf combinatoriu G se numește planar dacă nu poate fi realizat printr-un graf topologic plan Fie Kn un grafic complet pe n vârfuri, i e un grafic cu n vârfuri, fiecare pereche fiind conectată printr-o muchie Mai mult, fie Kn m un grafic cu n + m vârfuri împărțite în două submulțimi (și vârfuri într-unul și m vârfuri în celălalt), cu muchii care conectează fiecare pereche de vârfuri din submulțimi diferite Pe fig prezintă trei exemple de grafice tocmai definite Orez Coloanele K , K și K Curs Grafice Cele trei grafice din fig sunt prezentate în spațiul B Sunt plane? Cititorul poate desena cu ușurință un grafic izomorf la Cl și încorporat într-un plan - astfel, K este planar Încercările de a încorpora graficele K și K în plan nu duc la succes (în cel mai bun caz, este posibil să desenați, să zicem, graficul K în plan în așa fel încât doar o pereche de muchii să se intersecteze) Teorema Graficele K și K nu sunt plane Nu se cunoaște o dovadă simplă a acestui fapt frumos În secțiunile următoare, vom demonstra această teoremă în două moduri diferite Așa cum se întâmplă adesea în matematică, pentru a demonstra imposibilitatea a ceva (în acest caz, încorporarea lui K sau K în R ), este necesar un invariant În prelegerile ulterioare, vom vedea că invariantul folosit în acest caz (caracteristica Euler) are multe alte aplicații importante § Caracterizarea eulerică a grafurilor și grafurilor plane Fie G un graf (topologic sau combinatoriu) Notați cu VG și EG numărul vârfurilor și, respectiv, muchiile sale; dacă din context reiese clar ce grafic se referă, nu vom scrie indicele G Definim caracteristica Euler a graficului G prin stabilirea (G):=Vg-Eg Teorema Dacă două grafuri conectate sunt homeomorfe ca spații topologice, atunci caracteristica lor Euler este aceeași Două astfel de grafice pot diferi doar în numărul de vârfuri de gradul , dar acest lucru nu afectează caracteristica lor Euler (de ce?) Fie G cu R un graf planar conex Atunci componentele conexe ale complementului său IR \ G, inclusiv componenta nemărginită, se numesc fețe ale unui graf plan G Fie VG, EG, FG mulțimile de vârfuri, muchii și, respectiv, fețe ale graficului G (facem nu scrieți indicele G dacă este clar din context) Definim caracteristica Euler a unui graf planar G cu R prin setare Z(G):=Vg-Eg + Fg Subliniem că caracteristica Euler a unui graf plan nu este „caracteristica Euler a unui graf care este plan”, ci un concept separat § Sarcini Teorema Caracteristica lui Euler a oricărui graf planar conex G este : G cu R =^> x(G) = Demonstrația este conținutul problemei (și se bazează pe următoarea teoremă) Teorema (teorema lui Jordan pentru linii întrerupte) Fie C o linie întreruptă închisă, care nu se intersectează (formată dintr-un număr finit de segmente) în R Atunci B \ C constă din două componente conectate și limita fiecărei componente este C § Sarcini Este posibil să desenați drumuri directe între de orașe, astfel încât fiecare oraș să fie conectat la exact trei? Fie valențele tuturor vârfurilor unui graf conectat G pare Apoi există o cale care trece prin fiecare margine a lui G exact o dată Demonstrați că orice graf planar conectat (fără bucle și muchii multiple) are un vârf de valență de cel mult Demonstrați că este posibil să colorați vârfurile unui graf planar arbitrar (fără bucle) cu cinci culori, astfel încât cele două capete ale fiecărei muchii să aibă o culoare diferită Demonstrați că graficele K și K nu sunt plane (a) Fie G un grafic plan cu fiecare față mărginită de un număr par de muchii Demonstrați că este posibil să-și colorați vârfurile cu două culori în așa fel încât cele două capete ale oricărei muchii să aibă culori diferite (b) Fie y o linie întreruptă închisă cu auto-intersecții transversale Demonstrați că y împarte planul în regiuni care pot fi colorate cu două culori în așa fel încât orice regiuni cu o margine comună să aibă o culoare diferită Fie a, b, c, d puncte ale unei polilinii închise, care nu se intersectează pe sine, C (pe plan) situate în această ordine pe polilinie Să presupunem că punctele a și c sunt legate prin linia întreruptă Lb, punctele b și d sunt legate prin linia întreruptă I și ambele linii întrerupte aparțin aceleiași componente conectate după îndepărtarea dreptei întrerupte C Demonstrați că b are si un punct comun Curs Grafice Fie G un grafic plan format din linii întrerupte și având s componente conectate, niciuna dintre ele nu este un punct izolat Fie G să aibă ѵ vârfuri și e muchii Folosind teorema poliliniei Jordan, demonstrați prin inducție că pentru orice înglobare a unui grafic G într-un plan, numărul de fețe f este determinat de relația / = + s - p + e (a) Fie G un graf plan fără vârfuri izolate, q numărul vârfurilor sale de gradul i și ■ numărul de fețe cu i muchii Demonstrează asta £( -i)c + £( -j)fj = ( +s) =? , eu o unde s este numărul de componente conectate ale graficului G (b) Demonstrați că dacă toate fețele sunt patrulatere, atunci + p + i?z (c) Demonstrați că, dacă granița oricărei fețe este un ciclu de cel puțin n muchii, atunci e n(v - )/(n - ) Folosind formula lui Euler pentru graficele plane, obțineți formula lui Euler pentru poliedre convexe (Această formulă exprimă raportul dintre numărul de vârfuri, muchii și fețe ) Folosind problema (c), dați o altă demonstrație că graficele K și K sunt neplanare Demonstrați teorema Cursul Exemple de suprafață În această prelegere, vom studia câteva exemple importante de suprafețe (închise, precum și suprafețe cu găuri) implementate în diferite moduri Vom demonstra că diferitele realizări indicate ale aceleiași suprafețe sunt de fapt homeomorfe și vom afla structurile lor simple și celulare § DiskU Un standard cu discuri (sau discuri) este definit ca D ;= {(x, y) e R : x + y } Alte implementări ale discului (homeomorf la D ): sferă cu o gaură (SH), pătrat (Sq), suprafața unui con (LC), dreptunghi, triunghi, hexagon etc (vezi Figura ) SH Orez Diverse implementări de disc Muchia discului U) este cercul care îl delimitează; alte încarnări ale regiunii pot fi văzute în Fig Curs Exemple de suprafete Cea mai simplă structură a spațiului celular de pe un disc de constă dintr-o celulă , una cu celulă și una cu celule, dar, desigur, sunt posibile alte structuri celulare Este ușor de demonstrat că diferitele implementări de disc enumerate mai sus sunt homeomorfe De exemplu, un homeomorfism din D pe pătratul Sq este obținut prin proiectarea centrală a cercurilor concentrice care umplu D pe limitele pătratelor circumscrise concentrice corespunzătoare Mai precis, definim h: D —* Sq astfel: să fie dat un punct P G ) ; notăm cu CP cercul care trece prin P și centrat în centrul O al discului, iar cu DP limita pătratului circumscris în jurul lui cu laturile paralele cu laturile Sq; atunci h(P) este definită ca intersecția razei [OP) cu Dp Este ușor de observat că h este un homeomorfism, astfel încât discul ) și pătratul Sq sunt într-adevăr homeomorfe Descrierea altor homeomorfisme de la D (la o sferă cu o gaură rotundă (SH), o suprafață conică (LC), o elipsă, un dreptunghi) este conținutul problemei § Sfera S Sfera bidimensională standard (sau -sfere) este definită ca § := {(x, y, u) G R : x + y + u = } Alte realizări ale -sferei (homeomorfe la S ): suprafața unui cub sau tetraedru; disc, a cărui limită este lipită într-un punct I /dIP) ; suspendare peste cerc ^(S ); unirea unui cerc și a unei sfere (adică o pereche de puncte) S *§°; limita oricărui corp convex închis; spațiul de configurare al unui pendul tridimensional (un segment în R cu un capăt fix), etc Orez Diverse implementări de tărâm § banda Möbius Mb Cea mai simplă structură celulară dintr-o -sferă este formată dintr-o celulă și una cu celule Homeomorfismele enumerate mai sus între diferite realizări ale sferei S sunt ușor de construit (instrumentul principal aici este proiecția centrală; vezi problema ) § Möbius band ML O bandă Möbius (sau bandă Möbius) Mb poate fi gândită ca o bandă lungă de hârtie dreptunghiulară, ale cărei laturi scurte sunt identificate ("lipite") după ce a fost răsucită o jumătate de tură (vezi Figura ) Ca rezultat, laturile lungi ale dreptunghiului sunt lipite într-un cerc topologic, numit marginea benzii Möbius Banda Möbius poate fi definită formal ca un pătrat Sq/~ ale cărui două laturi opuse sunt identificate prin intermediul simetriei centrale ~ Banda Möbius este înglobată frumos în spațiul tridimensional sub forma unui nod trefoil acoperit cu o peliculă de săpun; aceeași suprafață în spațiu poate fi obținută prin răsucirea unei fâșii lungi de hârtie cu trei jumătăți de tură și apoi identificând laturile scurte O încorporare și mai complicată a benzii Möbius în R se obține prin răsucirea unei benzi lungi de hârtie printr-un număr mare impar de jumătăți de ture și apoi identificarea laturilor scurte Toată lumea știe că banda Möbius este „unilaterală” (nu poate fi colorată pe părțile laterale în două culori) și o suprafață „neorientabilă” Mb Mb R Sq/~ Orez Diverse implementări ale benzii Möbius Curs Exemple de suprafete ness (O definiție riguroasă a unei „suprafețe neorientabile” va fi dată mai jos ) Dacă nu ați făcut niciodată acest lucru, încercați să ghiciți ce se întâmplă cu o bandă Möbius dacă o tăiați de-a lungul liniei mediane Verificați-vă presupunerea cu foarfece și hârtie § TorT Topologic, torul (bidimensional) T este definit ca produsul cartezian a două cercuri Geometric, poate fi realizat ca o mulțime de puncte (x, y, u) G K care satisfac ecuația (x + y + u + R + r ) - P (x + y ) = Alte realizări ale torului: un pătrat cu laturile opuse identificate Sq/~ (identificările sunt prezentate prin săgeți în Fig ); o suprafață încorporată (în diverse moduri) în spațiul T „o sferă cu un mâner” M ; un inel pe plan cu cercuri de frontieră identificate (orientate identic); spațiu de configurare al unui pendul dublu cu brațe L > I; planul R modulo echivalență periodică (x, y) ~ (x + , y + ), etc d T CR T ^->R Orez Diverse implementări ale torului § Planul proiectiv RP Planul proiectiv RP este multimea dreptelor I din spatiul R care trec prin origine, cu topologie naturala (baza sa este formata din toate conurile deschise ale caror axe sunt elemente ale I GRP ) Conceptul de dreaptă pe un plan proiectiv este definit într-un mod natural: o „linie” este un plan (euclidian) P care trece prin origine, iar „punctele” sale sunt toate § Sticla Klein K Orez Diverse implementări ale planului proiectiv Liniile (euclidiene) I care trec prin origine și se află în P Fiecare „punct” IG RP poate fi specificat prin coordonatele sale omogene, adică trei coordonate în spațiul B al oricăruia dintre punctele sale euclidiene (cu excepția ( , , )); coordonatele sunt considerate până la un factor comun A, astfel încât (x : y : u) și (Ax : Lu : Lie), unde A z(M) = z(M/) Teorema Caracteristica Euler a discului, sferei, torusului, pantalonilor, benzii Möbius, planului proiectiv și sticlei Klein este , , , - , , , , respectiv Deoarece știm că %(M) nu depinde de alegerea triangulației, în demonstrarea teoremei este suficient să se calculeze caracteristica Euler (folosind definiția acesteia) pentru suprafețe cu triangulația descrisă în § § Suma conectată Să fie date două suprafețe și M Suma lor conectată Mg#M este obținută prin îndepărtarea unui mic disc deschis de pe fiecare suprafață și lipirea suprafețelor împreună printr-un homeomorfism între cercurile limită ale acestor discuri (vezi Figura ) În cazul în care Mz și M sunt triangulate, va fi mai convenabil să se îndepărteze interiorul unui -simplex de pe fiecare suprafață și să se lipească suprafețele prin intermediul unui homeomorfism liniar pe bucăți între limitele acestor simplexuri Orez Sumă conexă a doi tori § Sarcini Pentru ca suma conectată să fie definită corect, trebuie să demonstrăm că aceasta nu depinde de poziția discurilor deschise pe care le-am îndepărtat și de alegerea homeomorfismului de lipire Acest lucru se poate face prin raționament tehnic (folosind teorema lui Jordan); vezi problema (b) Cunoscând caracteristicile Euler ale celor două suprafețe date M și M , este ușor de calculat caracteristica Euler a sumei lor conexe M #M : două fețe ( -simplexuri) au dispărut, trei muchii ( -simplexuri) sunt identificate cu trei alte muchii, trei vârfuri (O-simplexuri) sunt identificate cu alte trei vârfuri, astfel încât caracteristica Euler a sumei conexe este cu mai mică decât suma caracteristicilor Euler ale termenilor Am demonstrat următoarea teoremă Teorema egalitate corectă = Z(Mi) +z(M ) - § Sarcini Arătați că suprafețele prezentate în fig sunt homeomorfe, ca și suprafețele din fig și Demonstrați că planul proiectiv este (a) o bandă Möbius cu un disc lipit; (b) sfera S cu puncte opuse identificate; (c) discul B , în care sunt identificate puncte diametral opuse ale graniței Demonstrați că sticla Klein este (a) o bandă dublă Möbius; (b) o sferă cu două găuri de care sunt lipite două benzi Möbius; (c) o sumă conexă a două plane proiective (a) Considerăm un spațiu topologic format din toate liniile din plan, cu topologie naturală Demonstrați că acest spațiu este homeomorf cu banda Möbius minus marginea acesteia (b) Luați în considerare spațiul topologic al tuturor liniilor orientate în planul cu topologia naturală Demonstrați că acest spațiu este homeomorf cilindrului minus marginile acestuia Arătați că un tub interior perforat poate fi întors pe dos (Mai precis, este posibil dacă este realizat din cauciuc suficient de elastic ) Demonstrați următoarele teoreme (a) Teorema lui Schoenflies asupra poligoanelor O linie poligonală închisă fără auto-intersecții în plan delimitează o regiune a cărei închidere este homeomorfă discului B Curs Exemple de suprafete (b) Teorema inelului poligonal Două linii întrerupte închise în plan, dintre care una este situată în interiorul celeilalte, leagă un domeniu a cărui închidere este homeomorfă la inelul S x [ , ] (a) Demonstrați că două suprafețe cu găuri obținute din aceeași suprafață conexă triangulată prin eliminarea -simplice distincte sunt homeomorfe (b) Arătați că suma conexă a suprafețelor este bine definită Demonstrați că T #RP RP #RP #RP construind în mod explicit un homeomorfism între aceste suprafețe (a) Demonstrați că K #K este homeomorf la o sticlă Klein cu un mâner, (b) Demonstrați că KP #K este homeomorf la un plan proiectiv cu un mâner Demonstrați că dacă suprafața Mz este neorientabilă, atunci pentru orice suprafață M suprafața M #M este neorientabilă Câte suprafețe diferite se pot obține (prin identificarea laturilor) dintr-un pătrat; (b) hexagon; (c) un octogon? Demonstrați că sticla Klein nu poate fi încorporată în B Demonstrați că nicio suprafață neorientabilă nu poate fi încorporată în R Există suprafețe neorientabile cu granița care nu pot fi încorporate în K ? A se vedea § de mai jos Cursul Clasificarea suprafeței În această prelegere, prezentăm o clasificare topologică a suprafețelor Pentru a face acest lucru, aplicăm raționamentul combinatoriu în spiritul teoriei Morse și folosim caracteristica Euler § Definiții de bază În cursul nostru, o suprafață este înțeleasă ca un spațiu topologic compact conex M, în care fiecare punct x ∈ M are o vecinătate deschisă Uex, a cărei închidere este un -disc Prin o suprafață cu găuri (sau o suprafață cu o limită) înțelegem un spațiu topologic compact conex M în care fiecare punct x G M are o vecinătate deschisă U e x a cărei închidere este fie un -disc, fie un semidisc deschis c = {(x, y) e R : y , x + y N se numește PL-mapping dacă există partiții M’, N’ ale suprafețelor M, N astfel încât f este o mapare simplă a suprafeței M’ în N’ O hartă PL bijectivă f:M-*N se numește echivalență PL și în această § Suprafețe de triangulare În cazul unei suprafețe, M și N se numesc PL-echivalent Să prezentăm fără dovezi următoarea afirmație, cunoscută ca principala conjectura iHauptvermutung (germană) despre suprafețe Faptul Două suprafețe sunt homeomorfe dacă și numai dacă sunt echivalente cu PL Suprafețele triangulate homeomorfe au triangulații izomorfe Fie x, y vârfuri pe M Atunci steaua lui x, notată cu St(x), este uniunea tuturor simplexurilor al căror vârf este x, și mediul simplial (link) al lui y, notat cu Lk(y), este uniunea tuturor -simplici opus vârfului y din cei -simplici care alcătuiesc St(y) Este ușor de arătat că, din punct de vedere topologic, St(x) este un disc cu și Lk(y) este un cerc (vezi Fig ) Orez Steaua și mediul simplu al unui punct de pe o suprafață În prelegerea anterioară, suprafețele orientabile au fost definite ca suprafețe care nu conțin o bandă Möbius Acum oferim o altă definiție (echivalentă) a orientabilității pentru cazul suprafețelor triangulate Un simplex c = [ , , ] se spune că este orientat dacă ordinea ciclică a vârfurilor sale este fixă Simplexele orientate adiacente sunt orientate constant dacă orientările lor dau direcții opuse pe marginea lor comună Astfel, două simplexe st = [ , , ] și st = [ , , ] sunt orientate consecvent dacă pe ele se alege ordinea ciclică ( , , ) și ( , , ), respectiv Se spune că o suprafață triangulată este orientabilă dacă toate cele -simplice ale sale pot fi orientate într-un mod consistent Este ușor de demonstrat că o suprafață este orientabilă dacă și numai dacă nu conține o bandă Möbius Curs Clasificarea suprafetelor § Clasificarea suprafetelor orientabile Principalul rezultat al acestei secțiuni este următoarea teoremă Teorema (clasificarea suprafetelor orientabile) Orice suprafață orientabilă este homeomorfă cu una dintre suprafețele din următoarea listă: S , S x S (tor), (S x S )#^ x S ) (sferă cu mânere), , (S x S )#^ x S )# #^ x S ) (sferă cu k mânere), Orice două suprafețe (distinte) din listă nu sunt homeomorfe Orez Suprafețe orientabile Dovada Având în vedere faptul , putem considera suprafața M triangulată și luăm partiția ei dublă baricentrică M" În această triangulație, steaua oricărui vârf din M" se numește cupa sa (în engleză, sir is a cup), uniunea a tuturor fețelor din M „intersectând unele sau o muchie din M, dar care nu sunt conținute în cupe, se numește bandă (fâșie), iar orice componentă conexă a unirii fețelor rămase din M „se numește petic (plastic) Se consideră unirea tuturor muchiilor din M; este un grafic (pe care îl vom nota cu G) Lasă Go să fie un arbore maxim în G Indicați prin Mo unirea tuturor cupelor și fâșiilor din jurul lui Go Este clar că Mo este homeomorf la un disc cu (de ce?) Atașând secvențial la Mo toate benzile și patch-urile din M - Mo, obținem o secvență crescătoare Mo sM sM s s Mp \u d M, care acoperă M § Clasificarea suprafetelor orientabile Orez Cupe, benzi și plasturi Să vedem ce se întâmplă în timpul trecerii de la Mo la M? Dacă nu au mai rămas benzi nefolosite , atunci există un petic (topologic un disc) lipit de-a lungul graniței de cercul limită Eo al lui Mo; se obține o -sfere și se demonstrează teorema Să fie benzi nefolosite Cel puțin unul dintre ele, să spunem S, este atașat la Eo la un capăt (deoarece M este conectat), dar celălalt capăt al său este, de asemenea, atașat la So (altfel ar fi parte din Mo) Notați prin Ko gulerul închis al cercului So în Mo (adică unirea tuturor simplexurilor cel puțin unul dintre vârfurile cărora se află pe Eo) Gulerul Ko este homeomorf pentru un inel (și nu pentru o bandă Möbius), deoarece M este orientabil Atașarea S la Mo este același lucru cu lipirea unei a doua instanțe de Ko US la Mo de-a lungul X^ Dar K US este homeomorf la un disc cu două găuri (pe care l-am numit „pantaloni”), deoarece S trebuie atașat într-un mod orientabil, întrucât M este orientabil (din acest motiv, răsucirea benzii prezentată în Fig ( a) este imposibilă, astfel se obține M De fapt, acest caz este imposibil, dar este mai dificil să-l demonstrezi decât să arăți că teorema este adevărată și în acest caz Curs Clasificarea suprafetelor (a) (b) Orez Lipirea pantalonilor de picioare de la Mo prin atașarea pantalonilor la US de-a lungul taliei (acesta este ceea ce are două cercuri de delimitare (Fig (b)) Acum să vedem ce se întâmplă în timpul tranziției de la Mg la M Dacă nu au mai rămas benzi nefolosite, atunci există două petice care trebuie lipite de cele două cercuri limită ale regiunii M și obținem din nou o sferă de Să fie benzi nefolosite Să alegem unul, să spunem S, care este atașat la capăt la unul dintre cercurile de delimitare ale zonei M , să spunem la Există două cazuri: (i) al doilea capăt al plasturelui este atașat la E , (ii) celălalt capăt al plasturelui este atașat Să luăm în considerare primul caz Fie Kr și K gulerele cercurilor și respectiv X ; fiecare dintre ele este homeomorf la un inel (deoarece suprafața M este orientabilă) Atașarea lui S la este același lucru cu lipirea pe Mx a unei a doua copie a lui Kr U K US k de-a lungul celor două cercuri S' și (deoarece o instanță a lui U K poate fi încorporată homeomorf în gulerele Kr și K } Dar este clar că Kr U K US este homeomorf la discul cu două orificii Astfel, în cazul în cauză, M se obține din Mz prin lipirea pantalonilor de-a lungul pantalonilor, ceea ce reduce numărul de cercuri delimitare cu unul Al doilea caz este destul de asemănător cu adăugarea unei benzi la Mo (vezi mai sus) și duce la lipirea pantalonilor de Mg de-a lungul taliei, ceea ce crește numărul de cercuri delimitare cu unul § Clasificarea suprafetelor orientabile Ce se întâmplă dacă o bandă este adăugată la pasul i? După cum am văzut mai sus, sunt posibile două cazuri: numărul de cercuri limită ale zonei Mi ! fie crește, fie scade cu unu În primul caz, îi sunt atașați „pantaloni inversați”, iar în al doilea caz, pantaloni în poziția obișnuită Orez Lipirea pantalonilor de-a lungul taliei Ce se întâmplă când toate benzile sunt deja atașate și patch-urile sunt atașate? Adăugarea fiecărui plasture va „închide” unii dintre pantaloni fie la picior, fie la talie Rezultatul este o suprafață Să demonstrăm că aceasta este o sferă cu m mânere, m Să efectuăm inducția asupra numărului de k pantaloni lipiți Baza inducției (k = ) a fost demonstrată mai sus Lăsați lipirea de - pantaloni de-a lungul taliei sau picioarelor pantalonilor și găurile de lipire (discuri de lipire la marginile libere) duce întotdeauna la o sferă cu un număr de ) mânere Să demonstrăm că acest lucru va fi valabil și pentru k pantaloni Să luăm în considerare două cazuri Cazul Ultimii pantaloni sunt atașați în talie (și apoi picioarele sunt sigilate) Îndepărtând pantalonii (împreună cu două petice) de pe suprafața M și lipând cureaua W, obținem suprafața M construită din k - pantaloni Prin ipoteza inductivă, Mz este o sferă cu rn, > mânere Dar M se obține din îndepărtarea plasturelui de pe W, lipirea pantalonilor de talie și etanșarea găurilor Atunci M este evident o sferă cu același număr de mânere (rPi) Cazul Ultimii pantaloni sunt atașați de-a lungul picioarelor (și apoi centura este lipită) Îndepărtând pantalonii (împreună cu plasturele) de pe suprafața M și etanșând picioarele W, obținem suprafața M , construită din k - pantaloni Prin ipoteza inductivă Mz este o sferă cu m mânere Dar M se obține din M prin eliminarea a două patch-uri W, Curs Clasificarea suprafetelor lipirea pantalonilor pe picioare și etanșarea orificiului Atunci M este evident o sferă cu mânere + pantaloni (lipiti Orez Construcția unei suprafețe orientabile Se demonstrează primul punct al teoremei, conform căruia orice suprafață orientabilă este homeomorfă la cel puțin una dintre cele enumerate în listă Pentru a demonstra al doilea punct, adică afirmația că orice suprafață orientabilă este homeomorfă doar uneia dintre cele enumerate, este suficient să arătăm următoarele: ( ) suprafețele homeomorfe au aceeași caracteristică Euler; ( ) toate suprafețele din listă au o caracteristică Euler diferită (și anume , , - , - , ) Prima afirmație rezultă din Faptul Într-adevăr, dacă două suprafețe sunt homeomorfe, atunci ele au partiții izomorfe Este ușor să verificați dacă caracteristica Euler nu se schimbă atunci când treceți la o partiție Este suficient să vă asigurați că caracteristica Euler nu se schimbă atunci când despărțiți o față, o muchie și una baricentrică Dar acest lucru poate fi verificat direct, iar afirmația ( ) este dovedită A doua aserțiune este ușor de dedus din formula pentru caracteristica lui Euler a unei sume conexe (Teorema ) Teorema a fost demonstrată □ § Clasificarea suprafetelor neorientabile Genul g al unei suprafețe orientabile poate fi definit ca numărul mânerelor sale Se exprimă în termenii caracteristicii lui Euler, după cum urmează: g(M) = j( -z(M)) De fapt, acest lucru a fost deja stabilit mai sus când se calculează caracteristica Euler a unei suprafețe orientabile § Clasificarea suprafetelor neorientabile si a suprafetelor cu gauri Teorema Orice suprafață neorientabilă este conținută în următoarea listă: RP , rp #rp , , rp #irp # #rp , Oricare două suprafețe din această listă nu sunt homeomorfe Omitem demonstrația (care este aproape de demonstrația teoremei , dar mai complicată) Un număr întreg nenegativ g-l-y^N) se numește genul suprafeței neorientabile N Astfel, genul sticlei Klein este , adică numărul „mânerelor” sale în sens natural Acest lucru este valabil și pentru alte suprafețe neorientabile (vezi problema ) Lăsăm cititorului formularea teoremei de clasificare pentru suprafețe cu găuri § Sarcini Demonstrați că / (mT ) = - m și / (nKP ) - - n (Aici nM denotă suma conexă a n copii ale suprafeței M ) Demonstrați că o suprafață orientabilă nu poate fi homeomorfă față de una neorientabilă (a) Demonstrați că fiecare grafic are un arbore maxim, (b) Demonstrați că o vecinătate simplială a unui arbore de pe o suprafață este homeomorfă unui disc Găsiți caracteristica Euler a sticlei Klein Se consideră spațiul coeficientului (S x^/axjJ-^x)) Este suprafața Care? Arătați că cercul poate fi sigilat cu o bandă Möbius, adică banda Möbius poate fi deformată homeomorf în trei dimensiuni Curs Clasificarea suprafetelor spațiu, astfel încât limita sa devine un cerc într-un anumit plan Demonstrați că limita lui Mb x [ , ] este o sticlă Klein Demonstrați că pe o sferă cu g mânere, cel mai mare număr de curbe închise neintersectate care nu o împart în părți este egal cu g Este posibil să se încorporeze K : (a) într-o sferă; (b) la un tor; (c) într-o sticlă Klein; (d) într-o bandă Möbius? Demonstrați că T #RP și RP sunt homeomorfe (aplicați teorema de clasificare și calculați caracteristica Euler) și, mai general, că mT #RP ( rn + )RP Cursul Homotopie Conceptele de homotopie și echivalență de homotopie sunt extrem de importante în topologie Echivalența homotopie a spațiilor topologice este o relație de echivalență mai slabă decât homeomorfismul; teoria homotopiei studiază spațiile topologice până la acest raport (și mapările până la homotopie) Această teorie este cea mai importantă parte a topologiei algebrice, dar vom lua în considerare doar câteva dintre conceptele sale inițiale Unul dintre aceste concepte este caracteristica Euler, care este, de asemenea, un invariant de homotopie § Mapări homotopice Două mapări f,g: X -+Y sunt numite homotopice (notația: f - g) dacă pot fi conectate printr-o homotopie, adică printr-o astfel de mapare F: X x [ , ] Y încât F(x, ) =/(x) și F(x, ) =g(x) (aici = înseamnă „pentru toți xx”) Dacă înlocuim notația F(x, Γ) cu Ft(x), atunci putem reformula definiția anterioară spunând că există o familie de mapări {Ft(-)}> parametrizate de variabila t G [ , ] și variind continuu de la f = Fo până la g = F-^ Este ușor să demonstrezi asta f^f pentru orice f: X -> Y (reflexivitate); f^g => f - g pentru toate f,g:X-*Y (simetrice); f ~g și g~h => f pentru toate f, g, h: X-+ Y (tranzitivitate) De exemplu, când demonstrăm tranzitivitatea, obținem o homotopie care conectează f nh prin setare Fj(x, t) la t / , F (x, t - ) pentru / t , unde F F sunt homotopiile care leagă f și g, respectiv g și h F(x, t) = Curs Homotopie Astfel, homotopia mapărilor este o relație de echivalență, astfel încât mulțimea Mp(X, Y) a tuturor mapărilor (continue) de la X la Y se împarte în clase de echivalență numite clase de homotopie; mulţimea acestor clase de echivalenţă se notează cu [X, Y] § Echivalența homotopie a spațiilor Două spații X și Y sunt numite echivalente de homotopie dacă există două hărți f:X-*Y,g:Y-*X (numite echivalențe de homotopie) pentru care /og~idr și go/~idx Este clar că spațiile homeomorfe sunt echivalente homotopic (echivalența homotopiei este furnizată de orice homeomorfism și maparea sa inversă) Reversul nu este adevărat: de exemplu, un punct este homotopie echivalent cu un -disc, dar cele două spații nu sunt homeomorfe Astfel, echivalența homotopie este o relație de echivalență mai slabă decât homeomorfismul, astfel încât clasificarea homotopie este mai grosieră (și deci mai ușoară - se obțin mai puține clase) decât cea topologică Își datorează importanța în topologie faptului că majoritatea invarianților topologici sunt invarianți de homotopie (de exemplu, așa-numitul grup fundamental, grupuri de omologie și invarianți înrudiți, cum ar fi caracteristica Euler) § Gradul hărților unui cerc în sine În această secțiune avem în vedere mapările (continue) /: S -> S ale cercului în sine Exemple sunt mapările: S -> S de forma elklf, unde cercul S este realizat ca mulțimea tuturor numerelor complexe modulo unu: S = {z G С: |u| = } Suntem interesați de clasificarea homotopie a unor astfel de mapări și vom presupune că ele lasă punctul GS pe loc Teorema Gradul de cartografiere deg (vezi definiția de mai jos) definește o bijecție naturală între clasele de mapări de homotopie § Gradul hărților unui cerc în sine expresii ale unui cerc în sine și numere întregi: grade: [S , S ] Z Dovada Luați în considerare maparea exp: R -> S , R e >-> elV G S Harta exp nu este o bijectie; de exemplu, ia toate punctele de forma kn la GS (vezi Fig (a)) Totuși, exp este un homeomorfism local, adică orice punct are o vecinătate U (de exemplu, orice interval deschis care îl conține a cărui lungime este mai mică de n), astfel încât restricția exp |y a mapării exp la U este un homeomorfism Orice mapare S -* S poate fi considerată ca o mapare f: [ , n] S , unde /( ) = /( n) = G S Pentru orice asemenea mapare, există o mapare unică /: [ , n] -> R, numită lifting, pentru care exp o / = f și /( ) = Într-adevăr, împărțim [ , n] în segmente [ , ar], [a a ], [am, n], suficient de mici încât imaginea fiecăruia dintre ele să nu acopere S ; întrucât exp este un homeomorfism pe fiecare dintre aceste segmente, putem extinde maparea care duce punctul G [ , n] la punctul OgR la întregul segment [ , n] (vezi Fig (a)) Să determinăm acum gradul de grad([/]) al oricărei mapări a cercului [/] e/: S -►S prin formula , ( l) deg([/]) := (a) (b) Orez Ascensori exponențiale de afișare Curs Homotopie Pentru a demonstra teorema, trebuie să arăți următoarele: ( ) /( n) nu depinde de alegerea punctelor a , am pe segmentul [ , n]; ( ) gradul de corespondență: [S , S ] este bine definit, adică dacă / și /x sunt homotopice, atunci deg([/]) = deg( [/']); ( ) gradul de corespondență este injectiv, adică dacă / și /x nu sunt homotopice, atunci deg([/])#deg([//]); ( ) gradul de corespondență este surjectiv, adică pentru fiecare la GZ există o mapare / astfel încât deg[/] = k Aici avem nevoie de următoarea lemă Lema Dacă f: [ , n] — și k = atunci f și d)k sunt homotopice, unde wk este o ridicare a hărții wk În acest caz, fuwk-urile sunt homotopice Dovada Să ne uităm la fig (b) Linia dreaptă este un grafic al afișajului lui sh, curba este un posibil grafic al afișajului lui / Săgețile arată cum se construiește o homotopie F care leagă / la wc Apoi harta expoF va fi o homotopie care leagă / la wk □ Enunțurile ( ) și ( ) decurg direct din lemă Afirmația ( ) (despre corectitudinea definiției) rezultă acum din afirmația ( ) și faptul că corespondența / % este continuă, adică mici modificări ale cartografierii / duc la mici modificări ale gradului său: întrucât gradul este un număr întreg, modificări suficient de mici în mapare / nu-i schimbă deloc gradul! În cele din urmă, afirmația ( ) (surjectivitate) este evidentă: pentru orice k GZ se poate lua wk drept / corespunzător Teorema a fost demonstrată □ Semnificația geometrică a gradului de mapare /: S -> S este că arată „de câte ori se înfășoară cercul de pre-imagine în jurul cercului de imagine” Astfel, maparea constantă S -> e S are gradul (preimaginea este înfășurată în jurul imaginii de zero ori), maparea identității are gradul (preimaginea este înfășurată în jurul imaginii exact o dată), maparea u are gradul - (preimaginea este înfășurată în jurul imaginii de șaptesprezece ori) ori în direcția opusă—în sensul acelor de ceasornic) Corolarul Harta de identitate a cercului nu este homotopică cu harta constantă S -> G S Cometariu Noțiunea de gradul unei mapări poate fi generalizată de la mapările unui cerc în sine la mapările unei sfere în sine sub § Teorema punctului fix pentru orice n și chiar pentru varietati orientate n-dimensionale arbitrare Deși definiția nu este prea dificilă, poate fi dificil de demonstrat în cazul general (adică pentru u arbitrar) că gradul este bine definit și depinde doar de tipul de homotopie al mapării Demonstrarea riguroasă folosește teoria omologiei, care va fi discutată în partea a doua a cursului § Teorema punctului fix Din teorema demonstrată în secțiunea anterioară rezultă multe consecințe importante, iar unele dintre ele vor fi luate în considerare mai târziu în cursul nostru Aici dăm un singur exemplu, și anume teorema punctului fix Brouwer (pentru n = ) Alte teoreme în virgulă fixă, mai generale, servesc drept bază pentru cele mai importante teoreme de existență din teoria ecuațiilor diferențiale și aplicațiile lor în inginerie și mai ales în economie (așa-numitul echilibru Nash), dar demonstrarea lor necesită teoria omologiei Teorema (teorema de punct fix a lui Brauer pentru un disc cu ) Orice mapare continuă a unui disc (închis) are un punct fix, adică dacă /: ) -> D este continuă, atunci există un punct xe® astfel încât f(x) = x Pentru demonstrație, avem nevoie de o definiție și o lemă O hartă continuă r: X -* A, unde A este un subspațiu al unui spațiu topologic X, se numește retragere dacă restricția sa la A este harta de identitate Dacă există o retragere r: X A, atunci subspațiul A se numește retragere a spațiului X Lema Nu există nicio retragere a unui disc la cercul său de limită Dovada lemei Să presupunem că există o retragere r: D -> E ) a discului bidimensional B pe cercul său limită S = a© Se consideră familia Ft(x) de mapări Ft: S -> S de forma Ft(el r( ), iar Fi (homotopică cu harta Fo) este harta de identitate a cercului Acest lucru contrazice Corolarul □ Demonstrarea teoremei Să arătăm că teorema punctului fix decurge din lemă Să presupunem că teorema este greșită Pentru orice x G B avem f(x) x, deci punctul de intersecție r(x) al razei [/(x), x) cu cercul limită este bine definit Curs Homotopie g(x) Da) Orez Retragere care nu există (vezi figura ) Este evident că maparea x —> r(x) este o retragere (continuă) a discului ) pe cercul său limită Dar asta contrazice lema Teorema a fost demonstrată □ § Sarcini Demonstrați că dacă toate restricțiile mapării f: XY la submulțimile închise X Xk, unde X - Xr U U Xk, sunt continue, atunci f este continuă (a) Demonstrați că dacă o mapare f: X -* S nu este surjectivă, atunci f este homotopic la o mapare constantă (b) Demonstrați că dacă maparea /: X -> nu este surjectivă, atunci f este homotopic la o mapare constantă Demonstrați că o -sferă cu două puncte identificate și unirea unei -sfere cu unul dintre diametrele sale sunt echivalente cu homotopie Demonstrați că spațiile S și S U [ , ]/~, unde ~ înseamnă identificarea unui punct de pe S cu punctul Oe [ , ], sunt echivalente cu omotopie Mai jos, XVY desemnează buchetul a două spații conectate prin căi X și Y, adică spațiul topologic obținut prin identificarea unui punct în X cu un punct în Y Demonstrați că o sferă cu g mânere și un punct perforat este homotopie echivalentă cu un spațiu format din n cercuri care trec printr-un punct comun Găsiți p, Demonstrați că spațiile S V S și R \ S sunt echivalente în homotopie § Sarcini Fie X spațiul B din care sunt îndepărtate k cercuri (cercurile nu sunt înnodate și nu sunt legate - consideră că se află în bile care nu se intersectează) Demonstrați că X este echivalent homotopie cu un buchet k de instanțe ale spațiului S V§ Fie L unirea a două cercuri în spațiul B , legate în cel mai simplu mod Demonstrați că R \ L este homotopie echivalent cu buchetul S V T Demonstrați că următoarele afirmații sunt echivalente: ( ) orice hartă continuă f: NU -> PU are un punct fix; ( ) nu există retragere r: HH -> dDn; ( ) pentru orice câmp vectorial ѵ pe HL care satisface condiția ѵ(x)=x pentru toate x G EII)P, există un punct x G HL pentru care u(x) = (pentru n = această afirmație este numită de - rusă „teorema pieptănării ariciului”, iar în engleză - „teorema ariciului” sau „teorema mingii păroase”) Demonstrați că A este o retragere a lui X dacă și numai dacă orice hartă continuă f:A-*Y poate fi extinsă la X Demonstrați că dacă orice hartă continuă /: X -* X are un punct fix și A este o retragere a spațiului X, atunci orice hartă continuă g: A -* A are un punct fix Fie S cBG o sferă cu dimensiuni infinite formată din toate punctele (x x , ), xr eR, astfel încât J^x - și doar un număr finit de numere Xj este diferit de zero Să fie înzestrat cu topologie naturală Demonstrați că spațiul S este contractibil (adică homotopie echivalentă cu un punct) (Sugestie: dovediți că maparea identității este omotopică cu maparea (x x , )*-» ( , x x , ) ) O submulțime F cu S este închisă dacă FARn este închis pentru toți n Cursul Câmpuri vectoriale Conceptul de câmp vectorial a venit din mecanică și fizică Exemple: câmpul vitezelor particulelor unui fluid în mișcare în hidrodinamică, câmpul forțelor gravitaționale în mecanica newtoniană, câmpul inducției electromagnetice în electrodinamică În toate aceste cazuri, un vector este dat în fiecare punct al unei regiuni spațiale, iar acest vector se schimbă continuu pe măsură ce se mișcă de la un punct la altul În această prelegere, vom lua în considerare un model mai simplu: câmpuri vectoriale pe un plan sau pe o suprafață (mai degrabă decât în spațiu) În matematică, un câmp vectorial neted este un concept de bază în teoria ecuațiilor diferențiale (referitor la analiză) și nu un concept topologic Totuși, în această prelegere vom lua în considerare un concept mai general (topologic!), și anume, un câmp vectorial continuu Vom arăta cum noțiunea de gradul unei hărți cerc poate fi utilizată în contextul câmpurilor vectoriale și astfel aplicată în mod eficient ecuațiilor diferențiale § Traiectorii și puncte singulare Câmpul vectorial V pe planul B este dat dacă fiecare punct al planului este asociat cu un vector În coordonatele x, y pe B , aceasta poate fi exprimată ca X = a(x, y), Y = p(x, y)} unde a:B -*Vi/ :B -*B sunt funcții cu valori reale pe plan, (x, y) sunt coordonatele punctului p și (X, Y) sunt coordonatele vectorului V( p) Dacă funcțiile aer sunt continue, atunci câmpul vectorial V se numește continuu, iar dacă funcțiile aer sunt netede (dif § Puncte singulare tipice ale câmpurilor vectoriale plane diferenţiat) \ atunci V se numeşte neted În cele ce urmează, vom lua în considerare numai câmpurile vectoriale continue și, prin urmare, vom omite adjectivul „continuu” Punctul singular p al unui câmp vectorial V este punctul în care V dispare: V(p) = ; dacă V este câmpul de viteză, atunci un astfel de punct este adesea numit punct de repaus Traiectoria câmpului vectorial V prin punctul p ∈ R este curba y: IR —> U& care trece prin p și tangentă la câmpul vectorial în toate punctele sale (mai precis: vectorul V(q) este egal cu derivata dy(t)/dt în fiecare punct q G C) Imaginea unui câmp vectorial va fi mult mai clară dacă, în loc de numeroși vectori pe un plan, sunt trasate traiectoriile acestuia Una dintre teoremele clasice privind ecuațiile diferențiale spune că un câmp vectorial neted are întotdeauna traiectorii Această teoremă nu va fi necesară în continuare în curs și avem nevoie de ea doar ca o justificare pentru ilustrațiile noastre, așa că nu vom oferi nici formularea ei exactă, nici demonstrația ei § Puncte singulare tipice ale câmpurilor vectoriale plane Să luăm acum în considerare câteva tipuri de puncte singulare ale câmpurilor vectoriale plane Pentru a le defini, nu vom scrie formule explicite pentru vectorii acestui câmp, ci vom descrie modelul traiectoriilor sale lângă un punct singular și vom oferi exemple de astfel de singularități în fizică (vezi Fig ) Un nod este un punct singular care aparține tuturor traiectoriilor din apropiere; dacă toate traiectorii sunt îndreptate spre nod, se numește stabil, iar dacă toate traiectorii sunt îndreptate departe de acesta, se numește instabil Ca exemplu, putem lua câmpul gravitațional al picăturilor de apă care cad de pe suprafața z = x + y lângă punctul ( , , ) (nod stabil) sau pe suprafața z = - x - y lângă același punct (nod instabil) O șa este un punct singular aparținând a două traiectorii transversale, numite separatrice, dintre care unul intră în acest punct, celălalt părăsește acesta, iar traiectoriile rămase se comportă ca o familie de hiperbole ale căror asimptote sunt separatrice Rețineți că termenul „neted” este adesea folosit și în sensul de „diferențial infinit” Curs Câmpuri vectoriale se concentreze nod şa centru Orez Puncte singulare ale câmpurilor vectoriale ratrises Ca exemplu, putem lua câmpul gravitațional al picăturilor de apă care cad de la suprafața z = x - y în apropierea punctului ( , , ); aici separatoarele sunt bisectoarele unghiurilor de coordonate Oxy Centrul este un punct singular în apropierea căruia traiectoriile se comportă ca o familie de cercuri concentrice; centrul se numește pozitiv dacă traiectoriile sunt îndreptate în sens invers acelor de ceasornic și negativ dacă sunt îndreptate în sensul acelor de ceasornic Ca exemplu, putem lua câmpul de viteză în timpul rotației planului în jurul originii cu o viteză unghiulară constantă Un focar este un punct singular care seamănă cu un nod, cu diferența că traiectoriile nu se comportă ca linii drepte care trec printr-un punct dat, ci ca o familie de spirale logaritmice care converg către acesta (focalizare stabilă) sau diverge de la acesta (focalizare instabilă) Un punct singular se numește tipic dacă aparține unuia dintre următoarele trei tipuri descrise mai sus: nod, șa, focalizare Rețineți că centrul nu este un punct tipic Un câmp vectorial se numește tipic dacă are un număr finit de puncte singulare și toate sunt tipice Observația Să explicăm informal de ce termenul „tipic” este folosit aici De fapt, câmpurile tipice sunt câmpurile „cele mai generale” în sensul că, în primul rând, apar „cel mai des” (adică, pentru orice câmp vectorial există un câmp tipic apropiat arbitrar de acesta), iar în al doilea rând, ele sunt „stabile” " (orice câmp vectorial suficient de apropiat de unul generic este, de asemenea, generic și are același număr de puncte singulare) Aceste afirmații nu vor fi solicitate în cursul nostru, așa că nu le vom rafina și dovedi § Indexul câmpurilor vectoriale plate Observația Se poate dovedi că șaua și centrul nu sunt echivalente topologic între ele și nu sunt echivalente cu nodul și focarul; totuși, focalizarea și nodul sunt echivalente din punct de vedere topologic Ca topologi, nu trebuie să facem distincție între ei; dar vom face acest lucru urmând tradițiile teoriei sistemelor dinamice (unde se folosește o relație de echivalență mai puternică decât homeomorfismul) Nu folosim (și prin urmare nu definim) această relație § Indexul câmpurilor vectoriale plate Să presupunem că pe plan este dat un câmp vectorial (continuu, dar nu neapărat tipic) V Fie y(S ) o curbă închisă pe plan (adică o încorporare a cercului S în R ) care nu trece prin punctele singulare ale câmpului V; punem C „/(S ) Fiecărui vector V(c), cgC, îi atribuim un vector unitar de aceeași direcție, emanat de la originea О G В ; obtinem o mapare g: C -> S* (unde c R este cercul unitar cu centrul O), care se numeste mapare gaussiana corespunzatoare campului vectorial V si curbei y Să determinăm acum indicele câmpului vectorial V de-a lungul curbei y ca grad de afișare a cercului (g O G): S - S : ind(y, V) :=deg(goy) Intuitiv, indicele înseamnă numărul de spire ale câmpului vectorial în direcția pozitivă (în sens invers acelor de ceasornic) în timpul unei runde a curbei Observația O modalitate simplă de a calcula ind(y) este următoarea: fixați o rază cu originea O care nu conține puncte singulare și numărați de câte ori capătul vectorului V(c) intersectează raza în direcția pozitivă (numărul p ) și de câte ori în sens negativ (numărul q); atunci ind(y)=pq Teorema Fie o curbă simplă închisă C = y(S ), y: S B , nu trece prin punctele singulare ale câmpului vectorial continuu V și limitează regiunea care, de asemenea, nu conține punctele sale singulare Apoi ind(y, V) - Pentru a demonstra această teoremă, avem nevoie de o consolidare a teoremei curbei lui Jordan, cunoscută sub numele de teorema lui Schoenflies; o formulăm fără dovezi Curs Câmpuri vectoriale Teorema (Schoenflies) Fie C := y(B ) o curbă închisă în plan Apoi există un homeomorfism h pe R care mapează domeniul D delimitat de curba C la discul unitar centrat la originea O Demonstrarea teoremei Fie h: D -> ) un homeomorfism al domeniului D pe discul unitar cu centrul , care există prin teorema lui Schoenflies Se consideră familia tuturor cercurilor S* cu raza r cu centrul O Evident, ind(y, V) = mc/T , V) ) (*) Vectorul V(h" (O)) este diferit de zero, prin urmare, pentru r suficient de mic, toți vectorii V(s), s h (S^), diferă puțin ca direcție de V(h" (O) ), astfel încât indCh" ^), V) = Dar apoi, prin continuitate, ind(ft - (Sy), V) = pentru tot r Acum teorema decurge din relația (*) □ Acum să fie V un câmp vectorial neted pe plan și să fie ap punctul său singular Fie C un cerc centrat în punctul p și nu există alte puncte singulare pe el și în interiorul lui Atunci indicele câmpului V la punctul singular p este definit ca ind(p, V) := ind(C, V) O astfel de definiție este corectă, adică nu depinde de raza cercului C (cu condiția să nu existe alte puncte singulare pe el și în interiorul lui); aceasta rezultă din următoarea teoremă Teorema Să presupunem că o curbă simplă închisă y nu trece prin punctele singulare ale câmpului vectorial V și mărginește un domeniu care conține exact un punct singular a al câmpului V Atunci ind(y, V) = ind(a , V) Dovada este similară cu cea din teorema și este lăsată ca exercițiu § Câmpuri vectoriale la suprafață În restul prelegerii, vom lua în considerare câmpurile vectoriale pe suprafețe orientabile Aici vom vedea că există o legătură profundă între proprietățile topologice globale ale unei suprafețe și structura câmpurilor vectoriale de pe aceasta, și anume, caracteristicile (locale) ale punctelor singulare ale câmpurilor Un exemplu simplu de câmp vectorial pe o suprafață este câmpul de viteză al punctelor de pe o -sfere care se rotesc cu viteză constantă în jurul § Două leme axele NS Pentru a defini acest concept matematic în cazul general, să presupunem că suprafața noastră (compactă, închisă, orientabilă) Μ este încorporată fără probleme în R Aceasta înseamnă că este posibil să se acopere M cu un număr finit de regiuni deschise {Uk}, fiecare dintre acestea fiind graficul unei funcții netede cu o singură valoare zk = Fk(xk, yk) într-un sistem de coordonate ortonormal (Ok, xk) , yk, zk) (care se numesc coordonate locale) , iar ambele derivate parțiale ale funcției Fk nu dispar simultan Astfel, situația locală aici este aceeași ca în § – : se pot defini câmpuri vectoriale netede, traiectorii, puncte singulare ale unui câmp vectorial, câmpuri vectoriale generice, indicele unui câmp vectorial la un punct singular și așa mai departe Totuși, pentru o curbă arbitrară y: —> M, indicele Ind(V, y) nu poate fi determinat corect, deoarece maparea Gaussiană utilizează un transfer paralel de vectori la o origine comună, iar un astfel de transfer nu poate fi determinat corect pe intreaga suprafata Cu toate acestea, teoremele și rămân valabile cu condiția ca acestea să fie înțelese local, adică se referă la un disc deschis UkcM Observația Un context mai potrivit pentru această prelegere ar fi teoria suprafețelor netede (varietăți diferențiabile bidimensionale), unde câmpul vectorial constă din vectori aflați în așa-numitele „planuri tangente” la suprafață Deoarece acest concept nu este neapărat familiar studenților cursului nostru, trebuie să adoptăm aici o abordare elementară, care să nu folosească planuri tangente definite abstract Indicele unui câmp vectorial tipic V pe o suprafață orientabilă compactă închisă M este definit ca suma indicilor săi peste toate punctele singulare ale acestui câmp (notație: Ind(M, V)) Ca și în cazul planului, un câmp vectorial tipic de pe suprafața M este definit ca un câmp vectorial cu un număr finit de puncte singulare pe M care este tipic pe tot Uk § Două leme Următoarele două leme vor fi necesare în demonstrarea rezultatului principal al acestei prelegeri, teorema Poincaré Lema Fie p un punct nesingular al unui câmp vectorial V cu un număr finit de puncte singulare pe suprafața M; D - disc cu preturi Curs Câmpuri vectoriale trom r; Vo este un vector arbitrar diferit de zero Apoi există un alt câmp vectorial W cu aceleași puncte singulare, care coincide cu V în afara lui D și astfel încât W(p) = V Dovada Prin continuitate, există un disc Do concentric cu D și astfel încât toți vectorii V(q), q e D diferă ca direcție de V(p) cu mai puțin de ° Fie r raza discului Do, a unghiul dintre V(p) și Vo, a fi un cerc cu raza s r centrat pe p Apoi câmpul vectorial dorit W se obține din V prin rotirea tuturor vectorilor V(v), m G SJ, prin unghiul a(r - s)/r și înlocuirea V(p) cu Vo- □ Lema Pentru orice câmp vectorial V pe o suprafață M cu un număr finit de puncte singulare, există o triangulare a suprafeței M în care fiecare -siplex deschis conține cel mult un punct singular și fiecare punct singular se află într-un -simplex deschis Dovada Deoarece numărul punctelor singulare este finit, printr-o mică perturbare a vârfurilor de triangulație, se poate asigura că niciunul dintre punctele singulare nu este un vârf de triangulație sau un punct al muchiei sale Repetând partițiile baricentrice de destule ori, se poate asigura că fiecare -simplex închis are cel mult un vârf de triangulație Acum să mutăm din nou vârfurile triangulației, astfel încât punctele speciale să nu fie vârfuri sau puncte de margine După aceea, fiecare punct singular va fi în interiorul unui -simplex care nu conține alte puncte de triangulație (și unele simplexe pot fi „goale”) □ § Teorema indicelui lui Poincaré Henri Poincare a demonstrat următoarea teoremă remarcabilă, care stabilește o legătură profundă între natura punctelor singulare ale unui câmp vectorial și topologia (exprimată în caracteristica Euler) a suprafeței pe care este definit Teorema Indicele oricărui câmp vectorial generic neted pe o suprafață orientabilă (închisă, compactă, conectată, triangulată) este egal cu caracteristica lui Euler Dovada Dovada constă din două părți În prima parte, construim un tip special de câmp vectorial al cărui indice este cunoscut ca fiind egal cu caracteristica Euler a suprafeței În a doua parte, vom demonstra că toate câmpurile vectoriale generice de pe o suprafață dată au același indice § Teorema indicelui lui Poincaré Partea Fixăm o triangulare a suprafeței M Construim un câmp vectorial continuu de formă specială pe o suprafață triangulată cu puncte singulare la toate vârfurile, la mijlocul muchiilor și la centrele de greutate ale tuturor fețelor și astfel că indicele acestui câmp este egal cu caracteristica Euler a suprafeței M Acesta este un vector câmpul este prezentat în fig Orez Puncte singulare ale unui câmp vectorial special În mijlocul fiecărei muchii, plasăm un punct de șa ale cărui separatoare de ieșire merg de-a lungul marginii, iar separatoarele de intrare ies din centrele de greutate a două fețe triunghiulare adiacente acestei muchii Plasăm un nod stabil la fiecare vârf, iar fiecare muchie adiacentă acestuia va face parte din traiectoria care intră în nod Plasăm un nod instabil în centrul de greutate al fiecărei fețe, iar traiectoriile care emană din acesta vor include trei separatoare care îl conectează cu puncte de șa la mijlocul marginilor acestei fețe (vezi Fig ) În sfârșit, este ușor de observat că câmpurile vectoriale deja construite în vecinătatea punctelor de trei tipuri (vârfurile, punctele medii ale muchiilor, centroizii fețelor) sunt extinse continuu pe întreaga suprafață Este clar că indicele câmpului vectorial construit mai sus este egal cu caracteristica Euler % = V - E + F a suprafeței date Într-adevăr, nodurile de la vârfuri și centroizii fețelor au indicele + , deci contribuția nodurilor la indice este V + F, iar punctele de șa au indicele -I și contribuie -E, care însumează / Curs Câmpuri vectoriale Partea Fie și V câmpuri vectoriale tipice pe o suprafață dată; vrem să demonstrăm că indicele lor este același În primul rând, în virtutea Lemei , putem presupune că toate punctele singulare ale câmpurilor și V se află în interiorul celor -simplice (triunghiuri) ale triunghiului, cel mult unul în fiecare În plus, aplicând lema fiecărui vârf, putem presupune că vectorii ^(a) și V (a) au aceeași direcție la fiecare vârf a Acum fixăm orientarea suprafeței M Apoi fiecare muchie ab primește orientări opuse ab și ba de la două fețe adiacente ei Lasă punctul variabil x să se miște de la a la b și apoi înapoi la a Luați în considerare rotația vectorului care emană din a și egal cu Vi(x) pe măsură ce punctul x se mișcă de la a la b și apoi rotația vectorului care emană din a și egal cu V (x) când punctul x se mișcă din b la a Fie dab să desemneze numărul total de rotații ale vectorului (dab este un întreg bine definit deoarece ambele câmpuri vectoriale coincid la vârful a) Să definim dba în același mod Este clar că dab = ~dba Însumând peste mulțimea E a tuturor muchiilor, obținem că L Wab + dba)=°- (*) (o albina Acum să ne uităm la această sumă în termenii mulțimii F de fețe Fie (abc) GF, unde ordinea ciclică a, b, c este în concordanță cu orientarea aleasă a suprafeței Luați în considerare suma dab + dbc + dca; nu se va schimba dacă mai întâi rotim toți vectorii V și apoi toți vectorii V (deoarece câmpurile vectoriale sunt aceleași la toate cele trei vârfuri); prin urmare, dab+dbc+dca = Ind({abc), Vj)+ Ind((bac), V ) - = Ind((abc), Vi) - Ind((abc), V ), (**) unde (abc) denotă o curbă închisă (orientată pozitiv) care delimitează fața (abc) Reprezentând suma (*) ca o sumă peste fețe folosind relația (**) și teoremele și , obținem O \u d £ (Ind "abc), C) - Ind" abc), V )) \u d (abc)eF = £ Ind ((abc), ) - Ind({abc), V ) - (abc)eF (abc)cF = Ind(M, VJ - Ind(M, V ) Teorema a fost demonstrată □ § Aplicații § Aplicații Aici formulăm o singură aplicare directă a teoremei lui Poincaré Corolarul („teorema ariciului” sau „teorema bilei păroase”) Orice câmp vectorial neted pe o sferă are cel puțin un punct singular, iar dacă este tipic, atunci cel puțin două § Sarcini Se consideră următorul câmp vectorial pe planul complex: v(z) = zn/\z\n~x pentru z , p( ) = Aflați indicele punctului singular al acestui câmp (pentru un întreg arbitrar u ) Demonstrați că indicele unei curbe y: S -> R care nu conține puncte singulare ale unui câmp vectorial dat este egal cu suma indicilor punctelor singulare pe care le înconjoară Fie date două câmpuri vectoriale plane u și ii pe o curbă închisă care nu se intersectează și, în orice punct X, vectorii u(X) și w(X) nu sunt direcționați opus unul față de celălalt Demonstrați că indicii curbei față de aceste câmpuri vectoriale sunt egali , * Demonstrați că orice polinom P(z) = zn + a zn~ + +an cu coeficienți complexi are cel puțin o rădăcină complexă Vom spune că câmpul vectorial v pe plan este par dacă p(x) = v(-x), și impar dacă u(x) = - u(-x) Demonstrați că indicele punctului O este par pentru un câmp par și impar pentru unul impar O curbă închisă cu un număr finit de auto-intersecții împarte planul în mai multe părți Alegând un punct O în fiecare parte, putem determina pentru această parte numărul de rotații ale vectorului OX atunci când punctul X se mișcă de-a lungul întregii curbe Demonstrați că, dacă două părți au o limită comună, atunci numerele corespunzătoare de rotații diferă cu , * Pe cercurile de frontieră ale inelului, să considerăm un câmp vectorial fără puncte singulare, ai cărui vectori sunt tangenți la cercuri și ai cărui vectori în punctele corespunzătoare ale celor două cercuri au direcții opuse Extindeți acest câmp vectorial la un câmp vectorial fără puncte singulare pe întregul inel Curs Câmpuri vectoriale Fie f o funcție netedă pe plan Demonstrați că indicele unui punct singular izolat al unui câmp vectorial v = grad/ (a) poate lua valorile , , - , - , -n, (hgN); (b) * nu poate lua nicio altă valoare întreagă Construiți un câmp vectorial pe tor fără puncte singulare Construiți un câmp vectorial pe sticla Klein fără puncte singulare Construiți un câmp vectorial pe S cu un punct singular netipic Construiți un câmp vectorial pe RP cu un singur punct Există un câmp vectorial (a) pe RP fără puncte singulare; (b) cu două puncte singulare, ambele fiind tipice; (c) cu trei puncte singulare, toate fiind tipice; (d) cu puncte singulare, toate dintre care sunt tipice? Construiți un câmp vectorial pe o sferă cu două mânere cu un singur punct Fie ca fiecare punct X al sferei S cu B să fie asociat cu un vector diferit de zero p(X) în spațiu Vectorul depinde continuu de punctul sferei, dar nu este neapărat tangent la sferă Demonstrați că cel puțin unul dintre vectorii p(X) este perpendicular pe planul tangent al sferei în punctul X Fie /: S -> S o hartă continuă Demonstrați că există un punct x ∈ S pentru care f(x) = ±x Cursul Curbe pe un plan În această prelegere vom lua în considerare curbele și punctele situate pe planul B și vom introduce două inariante importante: indicele Whitney (sau rotație) al curbei w(y) și gradul unui punct în raport cu curba deg(p, y) ) Indicele Whitney va permite să se clasifice curbele scufundate într-un plan până la homotopia obișnuită, iar gradul unui punct în raport cu o curbă va ajuta la demonstrarea așa-numitei „teoreme fundamentale a algebrei” § Curbe regulate și homotopie regulată O curbă închisă f: S -> B se numește regulată dacă în fiecare dintre punctele sale există un vector tangent diferit de zero care depinde continuu de punct; aceasta înseamnă că pentru fiecare s e S există o vecinătate U cu S , s GU astfel încât constrângerea f\u definește într-un sistem de coordonate de pe B graficul unei funcții diferențiabile continuu, iar acest grafic are un vector tangent diferit de zero în punctul f(s) Rețineți că o curbă regulată poate avea auto-intersecții și chiar „suprapuneri”, adică imaginea sa f (S ) poate conține segmente care sunt imagini ale arcelor care nu se intersectează: /(( ) = f(V), UQV = O homotopie regulată a unei curbe /: S -> B este o astfel de homotopie a acesteia (adică o hartă F: S x [ , ] -> B care satisface condiția F(s,O)=/(s) pentru toate s ∈ S ), care pentru fiecare t ∈ [ , ] definește o curbă regulată (adică curba F(s, t ) este regulată pentru fiecare t ∈ [ , ] fix) Rețineți că „dispariția unei bucle mici”, care apare uneori cu homotopie (vezi Fig ), este imposibilă cu homotopia obișnuită (de ce?) Cursul Orez Dispariția unei bucle mici § Curbe imersate și homotopie regulată O curbă imersată este o curbă regulată care este tipică în sensul că punctele sale singulare nu pot fi eliminate printr-o ușoară perturbare Aceasta este definiția exactă curba regulata /: S -> R se numește imersat (sau scufundat) dacă f nu este o bijecție doar la un număr finit de puncte, iar aceste puncte sunt puncte duble transversale, adică preimaginile lor sunt perechi de puncte, iar cei doi vectori tangenți din fiecare punct sunt independenți liniar Vrem să clasificăm curbele scufundate în plan până la o homotopie obișnuită Acest lucru se poate face folosind invariantul introdus în secțiunea următoare § indicele Whitney Indicele Whitney (numit și rotația) iv(f) al unei curbe regulate /: S -►B (nu neapărat scufundat) este gradul mapării gaussiene S - dat de vectorul tangent la curbă; aceasta înseamnă că ydf se obține prin translația paralelă a vectorului tangent în mișcare df(jp) la origine și normalizarea acesteia, cu ip schimbându-se de la la n Există o modalitate practică simplă de a calcula iv(f) pentru o curbă imersată /: luați în considerare toți vectorii tangenți orizontali la f; fie un număr finit al acestora, atunci diferența dintre numărul de vectori „stânga” și numărul de vectori „dreapta” este egală cu iv(f) Evident, indicele Whitney iv(f) este invariant sub homotopie regulată (pentru că este continuu și întreg) § Clasificarea curbelor imersate § Clasificarea curbelor imersate Orientarea nu va fi luată în considerare în clasificarea noastră, adică nu vom face distincția între curbele f și f despre sym, unde sym este simetria cercului S față de diametru Această clasificare este cuprinsă în următoarea teoremă Teorema (H Whitney, ) Orice curbă obișnuită imersată este în mod obișnuit omotopică (până la orientare) la exact una dintre următoarele curbe: figura opt, cerc, cerc cu buclă de rășină în interior, cerc cu două bucle mici în interior, , cerc cu n bucle mici în interior, etc Orez Clasificarea scufundărilor Dovada Ca de obicei în teoremele de clasificare, demonstrația constă din două părți - geometrică și algebrică În partea geometrică, construim o homotopie obișnuită care mapează o curbă imersată arbitrară la una dintre curbele enumerate în teoremă; această construcție este prezentată pe scurt mai jos În a doua parte, vom arăta că curbele din listă sunt nehomotopice perechi; pentru aceasta, se calculează indicele lor Whitney; în toate cazurile se dovedește a fi diferit (vezi problema ) Fie y o curbă imersată (orientată) și P punctul său dublu; notăm cu yP partea acestei curbe care începe și se termină în punctul P O curbă yP se spune că este simplă dacă nu se intersectează; în acest caz este o buclă, dar această buclă se poate intersecta cu alte părți ale curbei y După teorema lui Schoenflies (vezi § ), o buclă simplă ur delimitează în plan un disc topologic D Rețineți că există de fapt două tipuri de bucle simple: prima, numită externă, este o buclă simplă pentru care există o astfel de vecinătate U a punctului P n U nu intersectează IntD; a doua, numită interioară, este o buclă simplă pentru care există o vecinătate V a lui P astfel încât A conține V în D Cursul În primul rând, demonstrăm că orice curbă scufundată fără auto-intersecții este o buclă simplă (Problema ) Apoi arătăm că există o homotopie după care toate buclele simple nu intersectează alte părți ale curbei y (Problema ) În sfârșit (Problema ), demonstrăm teorema prin inducție asupra numărului de puncte duble, folosind homotopiile prezentate în Fig (sarcinile și ); rețineți că demonstrația este mai simplă atunci când noua buclă simplă (adaugă la pasul de inducție) este mai degrabă externă decât internă; în acest din urmă caz, este necesar să se utilizeze ceva mai multe homotopii din Fig , precum și operația de alunecare a buclelor mici de-a lungul Orez Două homotopii utile Teorema (teorema Whitney-Growstein pentru sferă) Orice curbă scufundată într-o sferă este în mod regulat omotopică la un cerc sau o figură opt Dovada este conținutul problemei Rețineți că aici nu clasificăm „până la orientare” ca în teorema anterioară, dar clasificarea „până la orientare” ar fi aceeași (de ce?) § Gradul unui punct în raport cu o curbă Se consideră o curbă /: S -> R (nu neapărat regulată) și un punct p E în complementul său, p ^/(S ) Fie ip un parametru unghiular pe S și V^ vectorul care leagă punctele p și /( , are cel puțin o rădăcină (posibil complexă); aici coeficienții u pot fi reali sau complecși Vom demonstra această teoremă sub presupunerea că dn = și a ; nu limitează generalitatea (de ce?) Se consideră curba fn: S —> R dată de formula e * R”eimp, unde Ro este un număr pozitiv (mare), care va fi definit ulterior În continuare, considerăm familia de curbe fp R: S R dată de formula p(Rel Ko) = deg(O,/n) = n Înainte de a demonstra lema, arătăm că teorema decurge din aceasta Conform lemei, deg(O, /p ) = n Vom scădea continuu R de la Rq la Dacă, pentru o anumită valoare a lui R, curba fp(Rq) trece prin origine, se demonstrează teorema Prin urmare, putem presupune că deg(O, fp R) se modifică continuu ca R -+ ; dar din moment ce gradul Cursul este un număr întreg, rămâne constant și egal cu n Totuși, pentru R suficient de mic, curba /p (^CS ) se află într-o mică vecinătate a punctului a ; iar pentru astfel de R avem deg(O, fp R) - Am obținut o contradicție, deoarece n Rămâne de demonstrat lema Egalitatea deg(O, /n) - n este evidentă Pentru a demonstra a doua egalitate, este suficient să arătăm că pentru oricare diferența A dintre vectorii Vp(sp) și Vp ((/?) care leagă originea O cu punctele /p(P ^IV?) și /P(PO) ^IV?) în consecință, este mic în valoare absolută (comparativ cu R^ - |Vp Gp) |) dacă Ro este suficient de mare Într-adevăr, în virtutea definiției gradului, acesta nu se schimbă atunci când vectorul mobil este înlocuit cu un alt vector mobil, a cărui direcție diferă tot timpul de direcția primului cu mai puțin de n/ Este clar că |A| = ІЯя-іИ "- + + a z + aol- Pentru a estima acest număr, punem z - Roe^ (presupunând că Ro > ) și A := max{an x, an , , a } Avem |an hip + +ax + a | |â(Rq +Rq + -“Ы)і AnR^ r Dacă punem acum Ro := K • A, unde K este un număr mare pozitiv, atunci IA| pA^KAU - = pKp~ Ap Să comparăm această valoare cu Р”; acesta din urmă este egal cu R "=KnAn, deci pentru K suficient de mare raportul |A|/Rq va fi arbitrar mic Aceasta demonstrează lema și completează demonstrația teoremei □ § Sarcini Demonstrați că orice curbă scufundată fără auto-intersecții are cel puțin o buclă simplă Demonstrați că pentru orice buclă simplă a> a unei curbe imersate y, există o homotopie regulată care schimbă doar a> și înlocuiește a> cu o nouă buclă simplă cu următoarele proprietăți Dacă a> este o buclă externă, atunci noua buclă nu intersectează alte părți ale curbei y Dar dacă ω este o buclă internă care începe și se termină în punctul P, atunci noua buclă intersectează celelalte părți ale curbei y în exact două puncte apropiate de punctul P § Sarcini Demonstrați că curba imersată prezentată în Fig din stânga este în mod regulat homotopic la cerc (această homotopie este cunoscută sub numele de trucul lui Whitney) Demonstrați că curba imersată prezentată în Fig din dreapta, este regulat homotopic la cerc Folosind rezultatele problemelor - , demonstrați teorema Whitney-Grausstein Demonstrați teorema Whitney-Grausstein pentru o sferă Demonstrați că degfp, /) nu se modifică atunci când p trece printr-o componentă conectată a setului IR X/fS ) Demonstrați că dacă punctul p este „departe” de f(S ) (adică aparține unei componente conexe a mulțimii R \/(gz) cu închidere necompactă), atunci deg(p, /) = Demonstrați că algoritmul descris în Observația găsește un întreg d independent de alegerea curbei a și egal cu gradul dorit: deg(p, f)=d Calculați indicele Whitney pentru curbele prezentate în fig Cursul grup fundamental Grupul fundamental este unul dintre cei mai importanți invarianți din teoria homotopiei De asemenea, are numeroase aplicații în afara topologiei, în special în analiza complexă, algebră, mecanică teoretică și fizică matematică În cursul nostru, acesta va fi primul exemplu de functor care atribuie fiecărui spațiu topologic conectat la cale cu un punct marcat un grup și fiecărei mapări continue a unor astfel de spații care păstrează un punct marcat, unui homomorfism de grup Astfel, întrebările despre spațiile topologice se reduc la întrebări despre grupuri, care admit adesea o soluție eficientă § Definiții de bază Fie M un spațiu topologic cu un punct marcat p G GM Curba c: [ , ] -> M, unde c( ) = c( ) = p, se va numi buclă cu începutul p Două bucle c , cz cu originea p se spune că sunt homotopice la o origine fixă sau homotopică conex dacă există o homotopie F: [ , ] x [ , ] -> Y care leagă c și q și astfel încât F( , t ) = F(l, t) = p pentru tot t G [ , ] Întrucât pentru bucle ne vom ocupa întotdeauna aici de homotopii cu origine fixă, vom omite cuvintele „cu origine fixă” sau „conectat” Dacă c și c sunt două bucle cu originea p, atunci o buclă c • c de forma ^( la / , c ( t ) la t / se numește produsul buclelor c uS? сі * с W § Definiții de bază Afirmația Clasele de bucle homotopice formează un grup în raport cu operația indusă de produsul buclei Dovada În primul rând, rețineți că această operație este bine definită pe clasele de homotopie Într-adevăr, fie între buclele x c , respectiv c , există homotopii cu origine fixă IC: [ , ] x [ , ] -> M, i = , Atunci harta h de forma (h ( t,s) la / , n(t, s) := [ , ] x [ , ] este (Г, $) dacă t ( - s)/ sau ( + s)/ t , (( - s)/ , s) dacă ( - s)/ t M, p) de alegerea punctului pM Răspunsul este în următoarea propoziție Afirmația Dacă p și q sunt puncte ale unui spațiu Μ conectat la cale, atunci grupurile m - (M'P) și M, unde c( ) = c( )=p, punem în corespondență calea d := p • c• p, unde cz( ) = cz ( ) = q Pentru a completa demonstrația, trebuie să arătăm că această corespondență mapează căi homotopice în raport cu p la căi homotopice față de q, că este compatibilă cu operația de grup și că este bijectivă până la homotopie Aceasta se stabilește prin parametrizări adecvate suficient de naturale, ca în demonstrația Propoziției □ Orez Izomorfism asociat cu schimbarea punctului marcat § functionalitatea Observație Rețineți că izomorfismul din Propoziția nu este canonic: din construcție rezultă că alegerea diferitelor căi de legătură p va duce la izomorfisme între ir(M, p) și ir(M, g) care diferă printr-un automorfism interior al fiecăruia dintre grupurile Dacă spațiul M este legat de cale, atunci grupurile fundamentale pentru toate punctele sale sunt izomorfe și se poate vorbi simplu de grupul fundamental al spațiului M Mai mult, punctul marcat este adesea omis în notația sa și simplu scris n ( M) Clasele de buclă de homotopie liberă (adică clase fără un punct marcat fix) corespund exact claselor de buclă fără modificarea punctului marcat, deci există o bijecție naturală între clasele de curbe închise liber homotopice și clasele de conjugație din grupul fundamental Un spațiu conectat la cale cu un grup fundamental trivial se numește simplu conectat Observația Fie / și /i mapări homotopice ale lui X în Y și Ft fie o homotopie între ele (adică Fo = / și Fi - /i) Atunci / # și / # coincid, deoarece Ft#: n —> X) —> ir(Y) nu depinde de t Prin urmare, prin raționament standard, obținem că spațiile echivalente homotopic au grupuri fundamentale izomorfe § functionalitatea Fie acum X și Y conectate la cale, f:X-*Y o mapare continuă și /(p) - q Fie [c] un element al uCX, p), adică clasa de homotopie a unei bucle c: [ , ] -*X Notăm cu /#(c) o buclă în (Y, q) de forma /#(t) :=/(c(t)) pentru toate te [ , ] Afirmația Corespondența c*-+ f#(c) este bine definită pe clasele bucle și definește un homomorfism fundamental de grup (notat încă cu f#): f#'- nx(X,p) nx(Y,q) (spunem că este indusă de cartografierea /) Acest homomorfism are următoarele proprietăți (care se numesc functoriale): • (/°&)#=/#°&# (covarianță); • (idx)# - ісіНі(Хр) (mapările identice induc homomorfisme identice) Curs Grupa fundamentală Dacă construcția unui invariant (în acest caz, grupul fundamental) este functorială, atunci acest lucru este foarte convenabil pentru aplicații, așa cum se poate vedea din exemplul următor Exemplul Să dăm o altă demonstrație a teoremei punctului fix a lui Brouwer pentru un disc, folosind izomorfismele n r (S ) și TiifD ) = (care vor fi stabilite mai jos) și functorialitatea mapării n^-) Să demonstrăm prin contradicție că nu există nicio retragere a discului D la limita sa EV Fie r: ) -> § o astfel de retragere, iar i: S -> B o înglobare; alegeți un punct marcat x £ S cu D Rețineți că cu această alegere, egalitatea i(x ) = r(x ) = x va fi satisfăcută Luați în considerare succesiunea de mapări induse: TtxQD^Xo) nD ^Xo) În virtutea izomorfismelor notate mai sus, această secvență nu este altceva decât i# g# z L o D z, unde compoziţia dă maparea identică Z -> Z Într-adevăr, datorită functorialităţii, avem r#oi# = (roi)# = id# = idz Dar o astfel de succesiune Z -> -> Z este evident imposibilă Grupul fundamental are proprietăți bune în raport cu produsul cartezian, așa cum arată următoarea propoziție Afirmația Dacă X și Y sunt spații legate de căi, atunci lx(XxY) = lx(X) x Li(Y) Dovada Să considerăm un izomorfism al produsului direct al grupelor n(X) x n(Y) pe grupul x y) Fie x , y puncte marcate în spațiile X și respectiv Y Ca punct marcat în spațiul X x Y luăm (x , y ) La o pereche de bucle a și / din spațiile X și Y atribuim o buclă ax de forma ax ( ( := (a( , ( (ty) ) Se verifică direct că această corespondență definește un izomorfism bine definit al grupurilor fundamentale corespunzătoare Pentru a demonstra surjectivitatea, de exemplu, să fie y o buclă în spațiul X x Y cu un punct marcat (x , y ), apoi o pereche de bucle a(Γ) := (prx oy)(t) îi corespunde și § Teorema Seifert-van Kampen / (r) := (pry o y)(t), unde rx și pry sunt proiecțiile asupra factorilor produsului direct X x Y □ Amintiți-vă că un spațiu topologic se spune că este contractibil dacă există o homotopie care îl duce la un punct Corolarul Dacă C este contractibil, atunci x C) = n X, x ) este un produs amalgamat: Rt(X, x ) = Rt(A, x ) ⩽(lpvlo) n CnT ), atunci G/Gz = Z \ (Aici Gz reprezintă subgrupul comutatorului, adică subgrupul generat de toate elementele de forma aba“ b“ , unde a, b ∈ G ) (b) Demonstrați că dacă G = ti (nKP ), atunci G/G' = Zn ѲZ Demonstrați că n(gn) = pentru n Demonstrați că uSSR") = Demonstrați că grupul fundamental al suprafeței nT din care au fost îndepărtate k discuri este un grup liber de rang n + k - Demonstrați că grupul fundamental al suprafeței nKP din care sunt îndepărtate k discuri este un grup liber cu n + k - generatoare Fie X o bandă Möbius Demonstrați că limita sa A nu este retragerea sa Demonstrați că orice spațiu CW finit și conectat este homotopie echivalent cu un spațiu CW cu un singur vârf e° Demonstrați că dacă C este contractibil, atunci C) = n^CX) Cursul acoperiri O acoperire este o mapare a spațiilor (în special, a varietăților) care este un homeomorfism local, dar la nivel global poate fi destul de complexă Cel mai simplu exemplu non-trivial este maparea exponențială IR —> S , considerată în Lectura § Definiție și exemple În această prelegere, luăm în considerare numai spațiile conectate cu căi cu un punct marcat și numai mapări continue (nu neapărat celulare) care păstrează un punct marcat Fie E și B spații topologice conectate în căi, D un spațiu topologic discret și p: E -* B o mapare continuă, iar pentru orice punct b ∈ B există o vecinătate U c B, ueb și homeomorfisme ki: xD pentru care pr oh[ =p, unde rrg este proiecția produsului U x D pe primul factor Atunci cvadruplul (p, E, B, D) se numește acoperire cu proiecția p, spațiul total E, baza B și fibra D Rețineți că proiecția p: E -*B este un homeomorfism local, adică pentru orice e eE există o vecinătate Ve astfel încât p\Ve este un homomorfism Dacă n = \D\ este finit, atunci (p, E, B, D) se numește acoperire cu n ori Dacă D este numărabil, atunci p: E-+B se numește acoperire multiplă numărabilă Exemple ( ) Maparea w : S -> S , ei {p, este acoperirea triplă a unui cerc cu un cerc; ( ) maparea exponențială exp: R -> S este o acoperire multiplă numărabilă a cercului de către axa reală; ( ) maparea u: R -> T , (x, y) ( n{x}, n{y}), unde {•} denotă partea fracțională a unui număr real, este o acoperire numărabilă multiplă a torusului cu un avion; Cursul ( ) maparea m: S -> IRP , obținută prin identificarea punctelor antipodale ale sferei, este o acoperire dublă a planului proiectiv Ca orice clasă importantă de obiecte matematice, învelișurile constituie o categorie În această categorie, morfismul dintre două spații de acoperire pr: Et -*BI} i = , , este o pereche de mapări (continue, păstrând punctul marcat): BA ~ B și Φ: Ex E i pentru care următoarea diagramă este comutativa: f Ra R F > B Compozițiile de morfisme și morfisme de identitate sunt definite într-un mod natural Atunci, evident, un izomorfism de acoperire a spațiilor este un morfism pentru care Φ și sunt homeomorfisme Se presupune că spațiile de acoperire izomorfe sunt identice între ele După fixarea bazei B, putem considera categoria de acoperiri cu baza B, setând B =B =B p (p=idB Dacă Ε este pur și simplu conectat, atunci învelișul p: Ε ~> B se spune că este universal Dacă f: X -* B este continuă și /: X -* E satisface condiția f = p°f, atunci f se numește o ridicare a lui f la E În fig arată ridicarea unei curbe închise Un homeomorfism între un spațiu de acoperire E și o bază B se numește monodromie dacă este o creștere a mapării identității în spațiul B § Omotopie de ridicare și acoperire a căii În această secțiune demonstrăm două afirmații tehnice importante care permit ca o acoperire dată p: E -> B să ridice „în sus” (adică, în E) procesele continue care au loc „dedesubt” (adică, în B) Ideea de bază a fost deja folosită de noi în determinarea gradului de mapare a cercului folosind maparea exponențială (vezi Lectura ) Acum vom generaliza această idee din cazul mapării exponențiale la spații de acoperire arbitrare § Omotopie de ridicare și acoperire a căii Orez Ridicarea unei curbe închise Lema (pentru căi de ridicare) Orice cale în baza B a învelișului p: EB poate fi ridicată în spațiul total, iar ridicarea este unică dacă este dat punctul său de pornire în înveliș Mai precis, dacă p: E B este o acoperire, a: [ , ] -> B este o cale arbitrară iho e p- (a( )), atunci există o cale unică a: [ , ] -> X, pentru care p o a = a și a( ) = x Dovada Prin definirea unui spațiu de acoperire, pentru fiecare punct b ∈ a([ , ]) există o vecinătate Ub a cărei preimagine completă față de p se descompune în vecinătăți disjunse, fiecare dintre acestea, sub acțiunea lui p, proiectată homeomorf pe toată Ub Mulțimea tuturor acestor Ub acoperă a([ , ]) și, deoarece a([ , ]) este compactă, conține o subacoperire finită UQ, u } , uk Fără pierderea generalității, putem presupune că UQ conține b ~a( ) Se notează cu Uo componenta mulţimii p — (C ) care conţine x Apoi se poate ridica la Uo partea din calea a cuprinsă în UQ (într-un mod unic!), prin intermediul unui homeomorfism invers proiecției lui Uo pe u Să presupunem acum, din nou fără pierderi de generalitate, că u intersectează u și conține puncte ale mulțimii a[ , ] care nu se află în Uo Fie punctul b G a([ , ]) se află în Uo, iar în U a notă imaginea sa sub maparea p~ |y Fie u o componentă a imaginii inverse complete a mulțimii Cursul de U care conține Continuăm acum ridicarea drumului a către partea sa conținută în U prin intermediul unui homeomorfism invers proiecției lui u pe u Rețineți că liftul rezultat este singurul posibil Pentru cazul în care calea este închisă (adică este o buclă), construcția noastră este prezentată în fig Continuând în acest fel, vom ridica întregul drum a([ , ]) la X într-un număr finit de pași, iar acesta va fi singurul drum care satisface condițiile lemei □ Observație Rețineți că ridicarea unei căi închise nu este neapărat închisă, așa cum am văzut deja când luăm în considerare gradul hărților cerc De asemenea, observăm că, deși toate căile (adică, mapările segmentului A = [ , ]) pot fi ridicate, acest lucru nu este posibil pentru toate mapările unui spațiu arbitrar A (vezi problema ) Să generalizăm acum lema privind traseele de ridicare către homotopii, ținând cont de faptul că o cale este de fapt o homotopie, și anume o homotopie a unui spațiu cu un punct Această observație banală servește nu numai ca punct de plecare în formularea teoremei de homotopie de acoperire, ci și ca o considerație cheie în demonstrarea acesteia Teorema (despre omotopia acoperirii) Orice homotopie din baza acoperirii poate fi ridicată la o homotopie în spațiul total, iar această homotopie este unică dacă maparea sa inițială în spațiul total este dată ca o ridicare a mapării inițiale a homotopiei originale Mai precis, dacă p: E^>B este o acoperire, iar F: A x [ , ] B este orice homotopie a cărei hartă inițială f (/) := F(-, ) admite f să fie ridicat, atunci există o homotopie unică F: A x [ , ] - pentru care p°F = F și F(-, ) = Jo(-) Dovada Să arătăm că teorema decurge din lema de ridicare a drumului (Lema ) Să reparăm un punct aeL Fie aa(t) : -F(a, t), iar xa desemnează punctul f (a), atunci aa este o cale, iar după lema de ridicare a căii există o suspensie unică aa pentru care ya( ) = xa Luați în considerare acum o homotopie a formei F(a, t) := ăa(jT) pentru tot a G A, t G [ , ] Pretindem că homotopia F satisface toate condițiile teoremei, adică este continuă și unică Verificarea acestei afirmații este lăsată la latitudinea cititorului □ § Rolul grupului fundamental Observația Teorema de homotopie de acoperire eșuează dacă E -* B este o suprajecție arbitrară (și nu o acoperire) Vezi problema pentru un contraexemplu § Rolul grupului fundamental Proiecția învelișului p: E-* B induce un homomorfism p#: i^E) i^B) Vom vedea că dacă spațiile E și B sunt „bine local”, atunci homomorfismul p# determină complet (până la izomorfism) acoperirea p pentru B dat (Semnificația cuvintelor „bun local” va fi explicată mai jos ) Mai precis, în această secțiune vom arăta că p# este un monomorfism, iar în cazul spațiilor „local bune” pentru un subgrup dat G în ir(B) se poate construi efectiv un spațiu unic E și un unic (până la izomorfism) care acoperă maparea p: E —> B, pentru care G este imaginea mulţimii ir(E) sub acţiunea lui p# Mai mult, vom demonstra că există o bijecție între clasele de conjugație ale subgrupurilor din n (B) și clasele de acoperiri izomorfe Aceasta va avea ca rezultat o clasificare a tuturor acoperirilor cu o bază dată B în termeni de n > B) Teorema Omomorfismul p#\ rr(E) -> n^B) indus de orice (nu neapărat „bun local”) care acoperă p: E B este un monomorfism Dovada Teorema decurge direct din teorema de homotopie de acoperire demonstrată în secțiunea anterioară Într-adevăr, este suficient să demonstrăm că elementul diferit de zero [a] al lui (E) nu se mapează la zero sub acțiunea lui p# Să presupunem că p#([a]) = Aceasta înseamnă că bucla p o a, unde a G [a], este homotopică până la punctul B Prin teorema de ridicare a homotopiei, această homotopie poate fi ridicată la E, ceea ce înseamnă că [a] = □ Să descriem acum construcția principală a acestei prelegeri: având în vedere un spațiu și un subgrup al grupului său fundamental, construim acoperirea corespunzătoare Această construcție funcționează cu condiția ca spațiul să fie considerat „bun local” în sensul specificat mai jos Teorema Pentru orice bază „bună local” Β și orice subgrup G cu n(B, b ) există un spațiu unic de acoperire p\ XG -* B pentru care p^(n (XG)) = G Cursul Dovada Această teoremă este demonstrată în alt mod Să considerăm mulțimea P(B, bo) a tuturor căilor din spațiul Β care emană din bo Două căi: [ , ] -> B, i = , , sunt identificate (notație: cs ~ a ) dacă au un capăt comun, și o buclă A de forma LSO = „ ( a ( - t) la t / , la / ^ definește un element din n (B) aparținând lui G (Bucla A poate fi descrisă astfel: mai întâi merge de-a lungul (cu viteză dublă), apoi de-a lungul a de la capătul său înapoi la bo, tot cu viteză dublă ) Se notează cu XG := P(IB, L }/^ rezultatul factorizării spațiului P(B, L ) prin relația de echivalență tocmai introdusă cu condiția ca fiecare clasă de echivalență de căi din P(B, Lo) merge la sfârșitul uneia dintre ele (definiția este corectă, deoarece căile echivalente au același capăt) Se afirmă că p: XG -* B este spațiul de acoperire necesar Rămâne de făcut următoarele: ( ) setați topologia pe XG; ( ) să se demonstreze că p este continuu; ( ) să se demonstreze că p este o acoperire; ( ) să se demonstreze că p#(xx(Xc)) coincide cu G; ( ) demonstrați că p este unic Vom face acest lucru după ce vom defini ce este un „spațiu local bun” Observația Pentru a înțelege ideea principală a construcției descrise mai sus, cititorul ar trebui să o aplice în cazul G = (construcția unui înveliș universal) Observația Construcția descrisă nu este deloc eficientă și nu face posibilă descrierea spațiului de acoperire rezultat Cu toate acestea, în cazuri relativ simple, este ușor de ghicit forma spațiului X din faptul că grupul său fundamental este G și p este un homeomorfism local Un spațiu topologic X se numește conectat la cale locală dacă pentru orice punct x GX și orice vecinătate U a acestuia există o vecinătate mai mică V cu U a punctului x care este conectat la cale Un spațiu topologic X se numește local simplu conectat dacă § Rolul grupului fundamental pentru orice punct x GX și orice vecinătate U a acestuia, există o vecinătate mai mică V c U a punctului x care este pur și simplu conectată Exemple ( ) Fie X cu K uniunea segmentelor {(x, y): y = / n, x }, u = , , , , , şi două segmente unitare [ , ] ale axelor de coordonate (vezi Fig (a)) Atunci X este conectat la cale, dar nu este conectat la cale local (în toate punctele intervalului ( , ] al axei OX) ( ) Fie X cu B uniunea cercurilor {(x, y): x + (y - /n) = /n }, n = , , , ; toate ating axa OX și se ating reciproc în punctul ( , ) (vezi Fig (b)) Atunci X este conectat la cale, dar nu este simplu conectat local (în punctul ( , )) Terminăm acum demonstrația teoremei presupunând că B este conectat la cale local și simplu conectat local ( ) Definirea topologiei pe X = P(B, b )/~ Pentru a defini topologia, alegem o bază de seturi deschise de o formă foarte specială, foarte convenabilă pentru considerentele noastre ulterioare Fie U o mulțime deschisă în spațiul B și fie x GX un punct pentru care p(x) G U În plus, fie a o cale conținută în x, cu începutul x și sfârșitul xv Notăm cu ( U, x) clasele de echivalență (în raport cu ~) ale unor astfel de prelungiri ale căii a astfel încât vecinătatea U să conțină complet părțile lor situate dincolo de punctul xP Este clar că ( , x) nu depinde de alegere a unui G x Orez Nu este un spațiu conectat local și un spațiu conectat local, dar nu doar conectat local Cursul Pretindem că de fapt ( , x) nu depinde de alegerea punctului x în următorul sens: dacă x e ( , xr), atunci (U,X ) = (U,X ) Pentru a demonstra acest lucru, luați în considerare punctele :=p(xr) și b :=p(x ) Legăm punctele bA și b printr-o cale conținută în U, pe care o notăm cu / Să notăm aag continuarea traseului a prin adăugarea secțiunii a conținută în U Luați în considerare calea He cunoscut a fi homotopic aag Pe de altă parte, poate fi considerată ca o continuare (dincolo de punctul x ) a traseului a/ de-a lungul traseului p~ a Prin urmare, corespondența aar a/ [ ~ a definește o bijecție între ( , xr) și ( , x ), ceea ce dovedește afirmația noastră Acum putem defini o topologie pe X, luând ca bază familia tuturor mulțimilor de forma ( , x) Pentru a demonstra că obținem o topologie, trebuie să verificăm că o intersecție nevidă a două elemente de bază conține un element de bază Fie punctul x să aparțină intersecției mulțimilor ( rb xr) și ( , x ) Punem V := ux A U si consideram multimea (V, x); este cuprins în intersecția mulțimilor (Ui, xr) și ( , x ) (de fapt coincide cu acesta) și conține x, astfel încât {( , x)} este într-adevăr baza topologiei pe X ( ) Harta p este continuă Fie xX și U o vecinătate legată de cale și conectată simplu a punctului p(x) (există în virtutea condiției impuse lui B) Imaginea inversă completă a vecinătății U sub maparea p constă din mulțimi deschise aparținând bazei topologiei pe X (vezi elementul ( )) și, prin urmare, este deschisă Aceasta înseamnă că harta este continuă în punctul (arbitrar) xX ( ) Maparea p este un homeomorfism local Fie x ∈ X și p\u: ( , x) -> U să fie restricția lui p la o vecinătate de bază ( , x) a punctului x, astfel încât este o mulțime deschisă conectată și simplu conectată în spațiul B Din conexiunea sa liniară implică surjectivitate, iar conexiunea simplă implică maparea unu-la-unu p\u ( ) Subgrupul p#(x(X)) coincide cu G Fie a o buclă în spațiul B cu un punct marcat bo și fie a o ridicare a acestei bucle începând de la x (calea a nu este neapărat închis) Subgrupul p#(x(X)) constă din clase de homotopie de bucle a ale căror ascensoare a sunt căi închise Prin construcție, calea a este închisă dacă și numai dacă clasa de echivalență a buclei a corespunde punctului x , adică atunci când clasa de homotopie a buclei a aparține lui G § Acoperiri obișnuite ( ) Maparea p care satisface condițiile teoremei este unică Pentru a demonstra acest lucru, avem nevoie de următoarea lemă Lema Fie X un spațiu conectat local și simplu conectat local, f: X → Y o mapare continuă, q: Y → Y o acoperire și /UnD)) cu ^#(^( )) Apoi există o ridicare unică f: X Y Să demonstrăm mai întâi că unicitatea decurge din lemă Se dau două învelișuri pt: Xi-*B, i = , , îndeplinind condiția teoremei Atunci lema implică imediat că X și X sunt homeomorfe Într-adevăr, considerând în lemă ca X și X ca Y, obținem o lift de pr: X - X ; inversând rolurile lui Xr și X , obținem liftul p : X -> XT; aceste două ridicări sunt inverse una față de cealaltă, astfel încât oricare dintre ele definește homeomorfismul necesar Să demonstrăm acum Lema Fie y orice cale în X care unește un punct marcat x e X cu orice punct x eX Maparea f mapează y la calea /y Luați în considerare o ridicare y a căii /y cu începutul în punctul yo Dacă maparea necesară f există, atunci f(x) = y, unde y este sfârșitul căii y Prin urmare, maparea f este unică (dacă există) Rămâne doar să demonstrăm că y nu depinde de alegerea lui y Cu alte cuvinte, trebuie să demonstrăm că, dacă y și y sunt căi între x și x, iar ω este o buclă formată din y și y , atunci ridicarea căii fa cu începutul la y este o cale închisă în Y, adică clasa de homotopie a buclei fa> aparține lui g#(n(Y, y ))> care este echivalent cu includerea Dar această includere este satisfăcută de ipoteza lemei □ § Acoperiri obișnuite O acoperire p: E -* B se spune a fi regulată dacă subgrupul p#(^i(E)) cu ^i(B) este normal Teorema Dacă p: Ε -* B este o acoperire obișnuită, atunci grupul de coeficient n(B)/p#(n (E)) este izomorf cu grupul monodrom al fibrei D = p-(E ) Schița dovezii Există o bijecție naturală între clasele potrivite din subgrupul p#(n (E)) cu n (B) și punctele fibrei D Deoarece acest subgrup este normal, seturile formează un grup care „amestecă” punctele a fibrei D, astfel încât grupul de coeficient (B) /p#(n (E)) este grupul său de monodrom □ Cursul § Sarcini Să presupunem că o suprafață este acoperită de o altă suprafață Cum sunt legate caracteristicile lor Euler dacă învelișul este de n ori? Demonstrați că o sferă cu mânere g poate fi acoperită de o sferă cu mânere g (g g ) dacă și numai dacă g ~ este divizibil cu gl-l Construiți o acoperire neregulată a celor „opt” S VS Construiți două acoperiri regulate neechivalente de homotopie ale celor „opt” Demonstrați că pentru oricare și cei „opt” S V S pot fi acoperiți de spațiul S V VS (și cercuri) Demonstrați că dacă suprafața care este baza lui p: N -* M este orientabilă, atunci și suprafața de acoperire a lui N este orientabilă Fie X uniunea suprafeței limită a conului și raza care emană din vârful său v și fie p: X -* B proiecția naturală pe dreapta B = ]R Arătați că p: X -*B nu are proprietatea de omotopie de acoperire Fie spațiul total al învelișului p: N M o suprafață orientabilă a lui N Este adevărat că și suprafața de bază M este orientabilă? Poate RP să acopere o sferă? Torus T poate acoperi T de trei ori? Este posibil să acoperiți RP cu un avion? Construiți o acoperire universală a benzii Möbius Construiți o acoperire universală a torusului T Construiți o acoperire universală a celor „opt” S VS Construiți o acoperire universală a spațiului S V§ Construiți o acoperire universală a sferei cu g mânere Fie un graf conex G să aibă e muchii și v vârfuri Găsiți grupul său fundamental Demonstrați că fiecare subgrup al unui grup liber este liber § Sarcinile Demonstrați că un grup liber de rang conține ca subgrup un grup liber de rang n pentru toți n (inclusiv rangul numărabil) Dați un exemplu de acoperire p: E B, un spațiu A și o mapare f:A-*B care nu poate fi ridicată la E Demonstrați că învelișul universal a>: U -* B al oricărui spațiu B (conectat la cale) este o acoperire a oricărei alte acoperiri a spațiului B, adică pentru orice acoperire p: E -+ B există o acoperire q: U - + E Cursul Noduri, legături și împletituri Teoria nodurilor, care studiază nodurile, legăturile și invarianții acestora, are o istorie lungă care datează de la sfârșitul secolului al XVIII-lea (Vandermonde) Contribuții semnificative la teoria nodurilor au avut Gauss, Poincaré, Reidemeister, Alexander, Conway și Fox Perioada sa de glorie datează de la sfârșitul secolului al XX-lea Patru laureați Fields au lucrat în teoria nodurilor — Jones, Witten, Drinfeld, Kontsevich; alți cercetători de frunte în acest domeniu sunt Kaufman, Reshetikhin, Turaev, Viro, Vasiliev, Khovanov Această teorie este încă dezvoltată activ și astăzi § Definiții de bază Un nod este o polilinie orientată închisă, care nu se intersectează în spațiul IR , o legătură este un set de polilinii orientate care nu se intersectează și care nu se intersectează în R Se spune că două noduri sau legături sunt izotopice dacă există o secvență finită de deplasări A (vezi Figura ) care le conectează Rețineți că în definiția unei deplasări D, un nod (sau o legătură) poate intersecta triunghiul ABC, care definește o deplasare, numai Orez Schimbări D § Definiții de bază pe laturile sale, așa cum se arată în figură În definiția deplasărilor A, este permis cazul unui triunghi degenerat ABC; în acest caz, deplasarea se reduce la adăugarea sau eliminarea unui vârf În fig Figura ilustrează ideea că două noduri sunt izotopice dacă modelele lor de frânghie pot fi făcute să arate la fel prin mișcarea adecvată a frânghiilor Orez Secvența de schimburi D Este clar că o izotopie este o relație de echivalență Cuvântul „nod” este adesea folosit în sensul „o clasă de izotopie de noduri”, și spunem adesea că două polilinii închise formează „același nod” sau „formează noduri de același tip” dacă sunt izotopice (Și la fel și pentru link-uri ) Un nod se numește trivial dacă este izotopic la un poligon obișnuit Exemple de noduri și legături cunoscute sunt prezentate în fig În aceasta și în alte figuri, nodurile sunt prezentate ca diagrame de noduri, adică proiecții ale nodului pe un plan într-o poziție generală cu informații despre trecerea-tranziție la fiecare punct dublu (adică, care dintre cele două ramuri este arătată de sus) Există mai multe definiții echivalente pentru nod, legătură și izotopie (de exemplu, noduri netede sau PL-noduri) Definiția dată mai sus este cea mai elementară O altă definiție elementară este „a pune un nod într-o cutie”, adică un nod este definit ca o polilinie în interiorul unui cub care conectează centrele fețelor opuse ale cubului, iar o izotopie este definită ca o secvență de deplasări A efectuate în interior cubul fără a deplasa capetele poliliniei Este ușor de demonstrat că există o bijecție naturală între clasele de izotopie de noduri din cutii și tipurile de noduri definite de superior Cursul Orez (a) nod banal; (b) trifoi drept; (c) opt; (d) legătura lui Hopf; (e) logodna lui Whitehead; (f) Inele Borromee § Aritmetica nodului O compoziție (în altă terminologie, o sumă conexă) a două noduri (în cutii) K K este definită ca un nod Kg#K , care se obține prin aplicarea unei casete la alta, așa cum se arată în Fig În ceea ce privește operația de compunere, nodurile formează un semigrup, care este notat cu /C Orez Compoziție din două noduri Un nod K se numește simplu dacă nu poate fi reprezentat ca o compoziție a două noduri netriviale, adică din faptul că K = Kz#K rezultă că fie K , fie K este un nod banal Teorema Semigrupul JC este comutativ, nu are elemente inverse (adică dacă KT#K =O} unde O este un nod trivial, atunci KT și K sunt banale), iar fiecare nod netrivial admite un unic (până la ordinea factorilor) ) descompunerea în noduri prime § împletituri Omitem demonstrația (destul de dificilă) a acestei frumoase teoreme, dar arătăm (în Figura ) o izotopie care demonstrează comutativitatea (G) (e) (f) Orez Comutativitatea unei sume conectate de noduri § împletituri Impletiturile, ca nodurile si verigile, sunt obiecte unidimensionale inglobate in spatiul tridimensional Dar au avantajul de a avea o structură de grup (în timp ce nodurile formează doar un semigrup, iar legăturile nu au structură algebrică naturală) O împletitură pe n fire sau, pe scurt, o împletitură n, este unirea a n linii poligonale disjunse în perechi, fără auto-intersecții, aflate între planurile orizontale z = a n z = b, a О) - V(ОО) = \u d ѵ (O) - u (O) \u d - \u d § Despre Clasificarea nodurilor § Despre Clasificarea nodurilor Prin rezolvarea problemei clasificării nodurilor, înțelegem un algoritm care recunoaște dacă două diagrame definesc același nod sau nu Existența unui astfel de algoritm a fost dovedită de S V Matveev în urmă cu câțiva ani, dar acest algoritm este prea complicat pentru a fi implementat pe un computer Cu toate acestea, nodurile simple cu puține ) puncte de trecere au fost complet clasificate (folosind invarianți mai puternici decât polinomul Alexander-Conway) și sunt prezentate în tabele de noduri Un mic tabel de noduri simple este prezentat în fig Orez Tabel de noduri simple cu cel mult intersecții Un caz special al problemei de clasificare a nodurilor este problema de desfacere a nodurilor: găsiți un algoritm care recunoaște dacă o diagramă dată este izotopică la un nod trivial Un astfel de algoritm a fost construit de Ivan Dynnikov; se știe că dă răspunsul corect pentru diagramele de noduri cu cel mult de puncte în cruce, dar nu s-a dovedit că la mai mult de de puncte în cruce se oprește și dă răspunsul corect Aceste subiecte fac obiectul unor cercetări ulterioare De Cursul § Sarcini Găsiți noduri triviale, trifoi și opturi în imagine ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Calculați polinoamele Conway pentru legătura Hopf din dreapta prezentată în Fig (d), și pentru legătura Hopf din stânga, care se obține din cea din dreapta prin schimbarea orientării unuia dintre cercuri Calculați polinoamele Conway pentru trifoiul din dreapta prezentat în fig (b), și pentru trefoliul stâng (reflexia în oglindă a celui din dreapta) Calculați polinoamele Conway pentru cifra opt ( r în tabelul nodurilor) Arătați că figura opt (Figura (c)) este izotopică pentru imaginea sa în oglindă, construind o secvență de mișcări Reidemeister care își transformă diagrama într-o diagramă de reflexie Partea a II-a Introducere în algebrică topologie Cursul Functorii omologici În această prelegere, vom afla ce sunt teoriile omologiei (personajele principale ale acestui curs) și cum funcționează acestea în topologie Aici luăm proprietățile lor ca date (fără a construi efectiv vreuna dintre aceste teorii) și le aplicăm pentru a obține dovezi simple ale unor fapte topologice profunde, motivând astfel studiul teoriei omologiei § Categorii și functori Prin definiție, categoria C este o pereche formată din clasa Obj(C) de obiecte și, pentru fiecare pereche ordonată de obiecte (X, Y), mulțimea hom(X, Y) de morfisme care încep la X și se termină la Y ; dacă f e e hom(X, Y), scriem X Y; pentru fiecare triplu comandat f a obiectelor legate prin două morfisme X -> Y -> Z, se dă un morfism, care se numește alcătuirea morfismelor f și g și se notează cu go f (scris și simplu gf); obiectele și morfismele satisfac următoarele două axiome f h Asociativitatea Dacă X > Y > Z -> W, atunci ho(go/) = (hog)o/: X -♦ IV Unitate Pentru fiecare obiect Y, există un morfism Y -> Y, numit identitate sau morfism unitar al obiectului Y, astfel încât f o idy = / pentru orice X Y și idy °g = g pentru orice Y X f Dacă morfismele X -* Y și Y -X satisfac egalitățile fg = idy și gf = idx, atunci spunem că f și g sunt inverse unul față de celălalt, sunt izomorfisme, iar obiectele X și Y sunt izomorfe § Categorii și functori Obiectele din cele mai caracteristice exemple de categorii sunt seturi cu o structură suplimentară, iar morfismele sunt mapări care păstrează această structură În astfel de situații folosim notația uzuală pentru mapările f: X -+Y; rețineți, totuși, că această notație implică faptul că f este definit pentru toate χ GX, adică X nu este doar începutul morfismului, ci și domeniul mapării / În acest curs, vom folosi următoarele exemple de categorii: • Tor — spații topologice și mapările lor continue; • Suma sunt spații simple și mapările lor simple; • CW - spații celulare (numite și complexe CW) și mapări celulare; • Q - grupuri și homomorfismele acestora; • AQ sunt grupuri abeliene și homomorfismele lor; • QAQ sunt grupuri abeliene gradate și homomorfismele lor care păstrează gradul; • Mod — module peste inele comutative și homomorfisme ale acestora; • Vect — spații vectoriale și mapări liniare; • T^ld - câmpuri și homomorfisme ale acestora; • Set — seturi și mapările acestora; • Pir — mulțimi cu ordine parțială, în plus, mulțimea hom(X, Y) este formată dintr-o pereche (X, Y) dacă X → Y, în caz contrar, este goală Functorul covariant Φ din categoria C la categoria P atribuie fiecărui obiect X din C un obiect Φ(X) din P, iar fiecărui morfism f Φ(P X -* Y din hom(C) este un morfism Φ(X) -> Φ(Y) din hom(P) astfel încât se iau în considerare morfismele și compoziția unice, adică (i) Ф(іб^) = i^Ф(х), (ii) Φ(t) = Φ(t)Φ(/) Proprietățile (i) și (ii) împreună sunt adesea numite funcționalitate Observăm că în loc de un simbol Φ, care denotă aici atât corespondența obiectelor, cât și corespondența morfismelor, pentru aceste două tipuri de corespondență sunt folosite două simboluri diferite Curs Functori omologici Functorul contravariant Φ de la categoria C la categoria V este definit în mod similar, dar cu diferența că „săgeți de traducere /) , adică F(Y) -> F(X) și Iată câteva exemple de functori • Un functor de uitare din categoria Tor la categoria Setul, care asociază cu fiecare spațiu topologic mulțimea punctelor sale („uitând astfel” structura sa topologică), și cu fiecare mapare continuă - aceeași mapare în sine („uitând” despre continuitatea acesteia) • Un functor contravariant din categoria spațiilor compacte Hausdorff și mapările lor continue la categoria spațiilor Banach și homomorfismele lor continue, care atribuie fiecărui astfel de spațiu X un spațiu (Banach) de funcții continue cu valori reale pe X • Un functor covariant Ho de la ^°P până la care H (X) este grupul abelian liber generat de mulțimea tuturor componentelor conexe ale spațiului X și fiecare mapare continuă f:X->Y este asociată cu un astfel de homomorfism Dar (/): Dar (X) - Dar (Y), că dacă C este o componentă conexă a spațiului X și C' este o componentă a spațiului Y care conține f(C), atunci H (f)(C) = C' Protagoniștii acestui curs sunt teoriile omologiei; sunt functori covarianți de la unele categorii topologice la unele algebrice Vom lua în considerare una dintre aceste teorii în secțiunea următoare § Teoria omologiei ca functor Omologia (mai precis, omologia singulară) este un functor covariant din categoria Tor de spații topologice la categoria QAQ a grupurilor abeliene gradate și homomorfismele lor care păstrează gradul Aceasta înseamnă că fiecare spațiu topologic X și fiecare număr natural n GN este asociat cu un grup abelian (notație: NP(X)), iar cu fiecare mapare continuă f:X->Y este asociat un anumit homomorfism L:NP(X)-NP(U) Functorul de omologie singular va fi construit (și proprietățile sale principale vor fi stabilite) în Lectura În această etapă, avem nevoie de § Căutare în diagramă și câteva probleme de topologie de bază apare, cu excepția funcționalității: (idx)* = idHn(x) și (/ og), = /, og„ doar una dintre proprietățile sale și anume prezența izomorfismelor Hn(Sn) = Z, Hn(ID)m) = pentru orice n , m , unde și PU sunt o sferă n-dimensională și, respectiv, un disc n-dimensional § Căutare diagramă și câteva probleme de topologie de bază Unul dintre instrumentele principale ale teoriei categoriilor (extrem de util și în alte domenii ale matematicii) este noțiunea de diagramă comutativă De exemplu, un pătrat comutativ este o diagramă de formă si fi C^^D, în care / o f = g o a Mai general, o diagramă comutativă este o configurație de obiecte (de exemplu, grupuri) și săgeți (morfisme) în care oricare două căi de-a lungul săgeților care încep în același loc și se termină în același loc (poate diferit de început) dau același alcătuirea morfismelor Dovada comutativității unei anumite diagrame și, pe baza ei, a unor proprietăți ale morfismelor incluse în diagramă, este un sport matematic numit căutare diagramă Cea mai simplă diagramă comutativă este triunghiul comutativ; ajută la vizualizarea unora dintre problemele de bază ale topologiei, și anume problema extensiei (și cazul ei special, problema retragerii) și problema ridicării (și cazul ei special, problema secțiunii) Problema continuării este următoarea: să fie dată o mapare (continuă) f: A -> B a unei submulțimi ACX a spațiului X; este necesar să se extindă f la întregul spațiu X, adică să se găsească o astfel de mapare F: X -> B (dacă există) astfel încât F(x) = /(x) pentru orice x ∈ A Triunghiul corespunzător Curs Functori omologici diagrama poate fi scrisă ca F A ÎN, unde i denotă includerea i(x) = x pentru toate xx A, iar săgeata diagonală întreruptă este maparea dorită Problema retragerii este un caz special al problemei continuării când A = B și / = id Problema ridicării este următoarea: să fie date hărțile f: A-*B și p: X-*B; este necesar să se găsească o ridicare a cartografierii /, i e o mapare F: A -* X astfel încât p o F = f Diagrama triunghiulară corespunzătoare are forma R A ÎN, unde din nou săgeata diagonală întreruptă indică maparea dorită Problema secțiunii este un caz special al problemei de ridicare când f = idB: A = B-*B, p: X B este un pachet (acest concept este discutat în prelegerea următoare) Teoria omologiei oferă adesea o soluție negativă ușoară problemelor topologice de bază, reducându-le la întrebări algebrice foarte simple, inclusiv atunci când o soluție topologică (geometrică) directă este iremediabil de dificilă Vom încheia această prelegere cu un astfel de exemplu § Problema retragerii și teorema punctului fix a lui Brouwer Luați în considerare problema retragerii în cazul în care X = Dn+ , A = d )n+ , / este maparea identității, i este încorporarea lui i: dNU - c~* )n+ Astfel, este necesar să se găsească retragerea r a unui disc de dimensiunea n + pe limita sa n-sfera § Sarcini Lema O retragere a unui disc (u + ) pe limita sa n-sferă nu există pentru niciun n ∈ N Dovada Să presupunem că retragerea r: )n+ -> d )n+ există Se consideră hărțile )n + Homomorfismele grupului corespunzător de omologie n-dimensională au forma H„(Sn) ± Hn(Dn+ ) Hn(Sn) Dupa definitia retractiei r o i = id§n; datorita functionalitatii (roi)* = r* oi* si (idgn)^ = idHn(sn); dar din moment ce Hn(Sn) = Z și Hn(O)n+ ) = , obținem homomorfisme de grup Z Z a căror compoziție este harta identității, ceea ce este, desigur, imposibil □ O aplicație importantă a acestei leme este următoarea celebră teoremă Teorema (Brauer) Orice hartă continuă f a discului NU " în sine are un punct fix, adică un punct p pentru care f( p)=p- Dovada Să presupunem că nu există un punct fix Fie r(x) punctul de intersecție al razei [/(x), x) cu sfera de frontieră a discului În mod evident, harta r este o retragere a discului pe sfera sa limită, ceea ce contrazice lema □ § Sarcini Demonstrați că orice functor T: C -> V asociază obiecte izomorfe cu obiecte izomorfe Pentru o categorie arbitrară, definiți noțiunea de inversă dreaptă și inversă stângă pentru un morfism f:X-*Y și arătați că, dacă există, atunci ele coincid și f este un izomorfism Demonstrați că fiecare izomorfism are un invers unic Fie A și B obiecte izomorfe din categoria T Demonstrați că există un functor ExchÂ to de la T la sine care mapează A la B, B la A și orice alt obiect cu sine Un obiect A dintr-o categorie T se numeste initial (respectiv, terminal) daca pentru orice obiect B exista exact Curs Functori omologici un morfism A-+B (respectiv, B-*A) Demonstrați că obiectul inițial nu există neapărat și poate să nu fie unic, dar oricare două obiecte inițiale sunt izomorfe Găsiți obiecte inițiale și terminale din următoarele categorii: (a) categoria de subgrupuri ale unui grup dat (morfismele sunt homomorfisme); (b) categoria mulțimilor (mapările sunt morfisme); (c) categoria de acoperiri cu o bază dată (morfismele sunt mapările f: Ex —> E pentru care p ° f = Pv La rezolvarea următoarelor probleme, următoarele grupe de omologie pot fi considerate cunoscute: • Dar (Do) = Z, Н,:(Dn) = pentru i > ; • H (Sn) = Hn(Sn) = Z, Hj(Sn) = pentru toate celelalte i; • (CPn) = Z pentru i = , , , , n, în caz contrar (CPn) = ; • Ho (T ) = H (T ) = Z, (T ) = Z Ф Z, Ht (T ) = pentru i > ; • H (WPn) = Z, Hn(RPn) =Z pentru n impar, Hf(RPn) = Z/ Z pentru i impar, unde i Hn(X) = Hn(Y) (a) Există o retragere a torusului pe cercul său meridional? (b) Există o retragere a sferei S pe S , unde S este „ecuatorul” sferei S ? (c) Există o retragere a spațiului proiectiv RP pe RP , unde RP RP este o încorporare naturală (xj : : x ) (xj : : x : )? (d) Există o retragere a torului solid S x ) la limita sa? Fie p: RP -> S x D o mapare continuă și un homeomorfism h: S x D -> S x D Este posibil să ridicăm homeomorfismul h la o mapare H: S x D -> RP , adică să construim o mapare H astfel încât p o H = h? (a) Demonstrați că spațiile euclidiene de dimensiuni diferite nu sunt homeomorfe (b) Demonstrați că Dn și nu sunt homeomorfe pentru n > m Cursul complexe CW În linii mari, un complex CW este un spațiu topologic format din discuri de diferite dimensiuni lipite împreună, astfel încât limita fiecărui disc să fie lipită de discuri de dimensiuni mai mici Într-un fel, categoria complexelor CW și morfismele lor (care se numesc mapări celulare) este cea mai largă categorie topologică care nu conține spații topologice incomode patologic și admite o interpretare geometrică clară În această prelegere, vom demonstra așa-numita teoremă de aproximare celulară (care ne permite să înlocuim mapările continue arbitrare cu cele celulare) și vom începe să studiem pachetele, unul dintre cele mai importante concepte ale topologiei geometrice § Complexele CW și morfismele lor Fie X un spațiu topologic, Xx submulțimea lui și: —> X o hartă continuă care este un homeomorfism pe interiorul discului int HJ)k = \ dDfc, X' A și st (ELU cu Xx) Apoi spunem că st este harta caracteristică a unei celule k în spațiul X atașat submulțimii Xx Sa punem ek := cr(intDk), ek := st(Ok) și numiți aceste mulțimi celule k deschise și, respectiv, închise; constrângerea st |aOk este adesea numită maparea de lipire a celulei k ek Reamintim că un spațiu CW X (numit și spațiu celular sau complex CW - vezi Lectura din prima parte) este reprezentat ca o uniune X = |JX(/c), unde X(fc) (numit k- scheletul dimensional al spațiului Curs CW-complexe proprietatea X) este uniunea spațiului X(/c“ ) și un anumit număr de k-celule atașate la X(fc“ } Este util să-i reprezentăm construcția după cum urmează: mai întâi, luați un număr finit de puncte ( -celule); apoi adăugăm un set finit (posibil gol) de -celule (segmente), unim capetele lor la setul de -celule X(o), creând astfel un -schelet X( ); adăugați un set finit (eventual gol) de celule ( -disc) prin atașarea cercurilor lor limită la X( ), etc ; În cele din urmă, atașăm setul (finit non-vide) de n-celule de cea mai mare dimensiune n la Iată câteva exemple simple • Sfera Sn, n , are structura unui spațiu CW cu două celule • Discul HD , n , are structura unui spațiu CW cu trei celule • Torul T :=SX x S are structura unui spațiu CW cu patru celule • O sferă cu g mânere Mg are structura unui spațiu CW cu g - celule O mapare continuă a spațiilor CW f: X -+Y se numește mapare celulară dacă f(X(/c)) c Y(/c) pentru toate k ∈ N Clasa tuturor spațiilor CW cu mapări celulare ca morfismele formează una dintre cele mai importante categorii ale topologiei moderne, care se numește categoria spațiilor CW § Mapări celulare Teorema de aproximare celulară este un instrument foarte util în teoria omologiei Acesta afirmă că orice mapare continuă a spațiilor CW f: X -> Y este homotopică la o mapare celulară Vom demonstra o afirmație mai generală, așa-numita versiune relativă a acestei teoreme Teorema Fie X și Y două spații CW și fie A cu X un subspațiu CW (posibil A = ), și există o mapare continuă f: X -> Y a cărei restricție la A este o mapare celulară Apoi există o mapare celulară g\ X^>Y homotopică la ea, iar în subspațiul A homotopia este identică § Mapări celulare Dovada Efectuăm inducția pe dimensiunea n a celulelor st", continuând harta g de la limita fiecărei celule până la interiorul acesteia Pentru a face acest lucru, luăm în considerare fiecare celulă , m > n, care conține o parte din imaginea mulțimii st" , și „suflă” această parte la limita celulei Cometariu Imaginea unei celule ek din spațiul X poate conține o celulă de dimensiune mai mare ёm, așa cum arată exemplul celebrei curbe Peano Astfel, pentru a demonstra această teoremă, este suficient pentru orice mapare continuă /: B" -> Y și o mapare caracteristică a unei celule m m: B™ -> Y, unde m > n și / (EH)") cu Y\int st (W), construiți o mapare g: B" -> Y cu următoarele proprietăți: (i) dacă /(x) inter (B" ), atunci g(x) = /(x); (ii) hărțile g și f sunt homotopice, iar homotopia este identică în afara intcr(Bm); (iii) g(Bn) cu Y \intcT(Bm) De fapt, este suficient să demonstrăm că există o mapare g: B" -> Y care să satisfacă condițiile (i) și (ii) a cărei imagine nu conține cel puțin un punct y G int % (B" ) Într-adevăr, în acest caz nu este dificil să „sufleți” imaginea lui g pe graniță folosind punctul y (vezi Fig ); Pentru a face acest lucru, luați în considerare compoziția construită Orez „Suflarea” imaginii cartografierii g harta g = g cu „suflare” de la punctul y al interiorului discului Bsh până la limita acestuia Această compoziție este homotopică la g , așa cum se poate vedea din formulă gt(x) = ( - t)g (x) + tgi(x)) Aceasta completează demonstrația, deoarece g îndeplinește acum condiția (iii) (precum și condițiile (i) și (ii)) Curs CW-complexe Pentru a construi g, considerăm un sistem de discuri concentrice := {xeT: ||x|| e}, unde )m =D™ Pentru orice eg ( , ) discul este homeomorf la x(D™) cu Y, astfel încât x(D™) poate fi identificat și cu Y Maparea f este uniform continuă pe mulțimea compactă > , care x, y e / (ІВ)™ ) cu Bn și ||x — yII ||/(x)-/(y)|| B este o mapare surjectivă (continuă) cu următoarele proprietati: • fiecare punct xB are o vecinătate astfel încât p ( ) este homeomorf cu U x F; • homeomorfismul U x F-^p^fU) este compatibil cu p, adică diagrama triunghiulară este comutativă U xF >p~Chi) Și, unde pgm denotă proiecția pe primul factor Curs CW-complexe Harta p se numește proiecția mănunchiului, B baza mănunchiului, F fibra și E spațiul total al mănunchiului Iată câteva exemple de pachete • Proiecția produsului cartezian pe primul factor este un mănunchi, care se numește trivial; al doilea factor joacă rolul unui strat • Orice acoperire este un mănunchi (cu o fibră discretă) • Mănunchiul tangent al unei varietăți netede n-dimensionale este un fascicul; fibra sa este un spațiu liniar n-dimensional • O bandă Möbius deschisă (adică una fără puncte ale cercului limită) este un spațiu total al mănunchiului cu baza S și fibra R • Maparea naturală a varietății Stiefel V(k, gi) pe varietatea Grassmanniană G(k, u) este un mănunchi; fibra sa este grupa Lie GL(k) Rețineți că bazele tuturor pachetelor netriviale au, într-un anumit sens, o topologie netrivială Acest lucru nu este întâmplător: orice pachet (local trivial) este trivial (global) dacă baza sa este "topologic trivială", adică este, de exemplu, un disc Teorema (Feldbau) Orice pachet p: E-*Ik peste cubul Pk este banal, adică este produsul cartezian al cubului și al fibrei F Dovada În primul rând, împărțim cubul = Pk x [ , ] în două semicuburi iț = Hk x [ , / ] și Ik = Ik x [ / , ] și, presupunând că mănunchiuri peste semi-cuburi p^: p : E -^ Ik trivi- sunt al, vom demonstra acest lucru pentru pachetul de peste tot cubul Hk Un punct din Ez are coordonatele (x, /), x G , f G F Se notează coordonatele corespunzătoare în E cu [x, /] Dacă x aparține ambelor semicuburi, atunci fiecare punct e G p (x) c Eg P E are coordonatele (x,/z) în Er și [x,/ ] în E (și nu neapărat egal cu / ) Aceasta definește maparea fx: F-+F, J\ Mapăm semicubii la intersecția lor prin intermediul proiecției naturale l: (x , xk) (x / ) și definiți ip de mapare: E -*l kx F prin formula Este clar că (p este un homeomorfism care, împreună cu homeomorfismul identitar E} > lkx F, constituie un homeomorfism E -> x F; acesta este § Acoperirea teoremei de homotopie arată că pachetul de peste întregul cub este banal, așa cum s-a menționat Împărțiți din nou cubul în jumătate; acum putem presupune că pachetul de peste unul dintre cuburi este netrivial (altfel teorema decurge din ceea ce s-a dovedit mai sus) După ce am ales un astfel de „semi-mănunchi” non-trivial, îi împărțim baza în două cuburi egale și repetăm argumentul, alegând un „sfert de pachet” p( ) și așa mai departe După un anumit număr de iterații, baza următorului pachet p(N) se va dovedi a fi atât de mică încât se va afla în interiorul unui set deschis peste care acest pachet este banal (aici folosim condiția de trivialitate locală din definiția lui) pachetul), ceea ce este imposibil, deoarece p(N) se presupune a fi netrivial Această contradicție demonstrează teorema □ Desigur, fasciculele formează o categorie dacă morfismele fasciculului sunt definite într-un mod natural Și anume, fie £ = (E, B, F, p) și £' = (Ex, B', F', p') să fie două mănunchiuri; atunci p = (f, F) este un morfism și / - (/, F) Ghom(t, t') dacă pătratul E— p p' B-y-^B' comutativ Omitem definițiile izomorfismului fasciculelor și subbundlelor, lăsându-le cititorului Să fie dat un pachet p: E -> B și o mapare /: X -* B Apoi pachetul pj: Ef -* X peste X, care este definit prin formula Ef := {(e, x) G E x X: p(e) = /(x)} și pf(e, x) = p(x), se numește pachetul indus de maparea f: X B (în engleză - trage) § Acoperirea teoremei de homotopie Aproximativ vorbind, teorema de acoperire a homotopiei afirmă că homotopia oricărei hărți la baza unui pachet poate fi ridicată în întreg spațiul pachetului dacă este dată o ridicare a hărții Vom demonstra o afirmație mai generală, așa-numita versiune relativă a teoremei de homotopie de acoperire Aici (și pe tot parcursul prelegerii) I reprezintă intervalul [ , ], Curs CW-complexe iar parametrul t trece prin I De asemenea, vom nota homotopia H: X x K -> Y prin Ht: X -* Y, ținând cont de faptul că HtM Teorema Să fie date un pachet p: E -* B, un spațiu CW X, subspațiul său CW X' c X și următoarele mapări: • Homotopia Ht: X-+B și ridicarea Ho: X-+E a hărții sale inițiale Ho; • homotopia H’ț: Xf -*E, care acoperă restricția H’t a homotopiei Ht la X’ Apoi există o homotopie Ht: X -» E care acoperă homotopia Ht și coincide cu H't pe X' Dovada Avem nevoie de următoarea lemă (care este utilă și în alte situații) Lema (Borsuk) Să fie date un spațiu CW X, subspațiul său CW X’ și o mapare f:X-*Y Atunci orice homotopie F' : X' x R -> Y a lui f' := f\X' se extinde la o homotopie a lui f Dovada Să construim o extensie a homotopiei prin inducție pe dimensiunea n a celulelor spațiului CW Fie u= ; dacă xoX/(o), atunci maparea {x } x R -> Y este deja definită, iar dacă x PU x I = NU * , adică punem Ez = {(d, e) e )n+ x E: p(e)=H(d)} și p^d, e) = p(e) După teorema lui Feldbau, pachetul H*(p) este trivial Să considerăm acum maparea identității HH " -* HH " ca o homotopie Jo(d) = ((d,O),HoM)), introducem notaţia J' = şi definim J': §n —> Er prin formula Este clar că am primit cazul , unde x hy , x' sn , Ht jt, n; J', dar Jo, N'J' Folosind rezultatul pentru cazul , obținem o homotopie: )n -> Ei Completam demonstratia pentru cazul definind Ht : n -> E prin formula Ht(d) := proprietăţile homotopiei Ht decurg direct din construcţia acesteia Designul descris este prezentat în următoarea diagramă: Curs CW-complexe Cazul Fie acum pachetul p: E B și perechea (X, Xx) să fie arbitrare Demonstrarea se realizează cu ușurință prin inducție pe dimensiunea n a celulelor care alcătuiesc Xn cX; pentru fiecare celulă p, maparea dorită este determinată folosind rezultatele pentru Cazul □ § Sarcini Fie C uniunea tuturor cercurilor de pe planul xy cu centrul ( /n, ) și raza /n Demonstrați că C nu este homeomorf unui spațiu CW a) Găsiți un exemplu de spațiu care îndeplinește condiția W, dar nu C b) Găsiți un exemplu de spațiu care satisface condiția C, dar nu W c) Închiderea celulei este în mod necesar un subspațiu? Găsiți structura minimă a unui complex CW pe SRP, I£RP, Definiți S , RP , СР și introduceți o structură CW pe ele Demonstrați că spațiul S este contractibil Dați un exemplu de CW-kom-plex bidimensional netriangulat Demonstrați că xX „trăiește” în X( ) (în scheletul al mulțimii X), adică că Ai(X) = ^i(X( )) Demonstrați că un complex CW este conex dacă și numai dacă scheletul său X( ) este conectat Demonstrați că un complex CW este conectat dacă și numai dacă este conectat pe cale Demonstrați că = pentru toate k (X, x ); astfel, a sunt hărți continue pentru care a(dPn) = x , iar homotopiile lui Ht sunt astfel încât NDdPp) = x pentru toate tel (Termenul „sferoid” se explică prin faptul că (Lp / dPp) \u d gp, vezi Fig ) Curs Grupuri de homotopie Orez sferoizi Orez Produsul a doi sferoizi Orez Comutativitatea operației de înmulțire În continuare, definim produsul a doi sferoizi, așa cum se arată în Fig , unde partea umbrită a cubului Pn este mapată la punctul marcat x e X Afirmație Mulțimea n(X, x ), n , cu operația de înmulțire definită mai sus este un grup abelian Dovada Este ușor de observat că sferoida constantă —> x — servește ca unitate în ln(X, x ) := a(x, -s); apoi compozitia a si a! este homotopic la o mapare constantă (vezi problema (b)) Pentru și , operația de înmulțire este comutativă Pentru a verifica acest lucru, priviți doar Fig În cele din urmă, asociativitatea este verificată direct □ § Teoria grupurilor de homotopie ca functor Desigur, grupurile de homotopie formează un functor, iar acum pentru o hartă dată f: (X, x ) -> (Y, y ) de spații topologice cu un punct marcat și arbitrar n definim homomorfismul indus corespunzător f*'- lp (X, x ) ln (Y, yo) - Facem acest lucru într-un mod natural, adică setând /*:={/ o a} pentru orice sferoid {a} G n(X, x ), unde acoladele indică clasele de homotopie care păstrează punctul marcat Corectitudinea definiției lui f* (adică independența sa față de alegerea unui G {a}) este verificată direct Valabilitatea următoarei teoreme este de asemenea verificată direct Teorema Grupurile de homotopie sunt invariante de homotopie, de exemplu X ~ Y => n(X, x ) = n(Y, y ) pentru tot u > După cum sa menționat mai sus, grupurile de homotopie sunt ușor de definit, dar greu de calculat Iată câteva exemple și proprietăți ale acestor grupuri: • Zip (punctul) = pentru toate n ; • pc (sn) = pentru tot k (B, bo) un sferoid în n(B, bo) Imaginați-vă că sfera se află în Rn+ și o tăiați în (u - )-sfere cu un pol nord comun s , rotind hiperplanul n-dimensional care trece prin s în jurul tangentei la în acest punct Apoi putem considera maparea a ca o homotopie la: Sn - * B, conectând două instanțe aQ, o mapare constantă -> b G B (vezi Fig ) Să folosim teorema de homotopie a acoperirii și să construim o acoperire : §n —> B Definim q* stabilind q*(a) := Teorema Succesiunea homomorfismelor nn(F, e ) kn(E, e ) lp(B, b ) n^F, e ) -> definit mai sus este exact § Secvența exactă de homotopie a perechii Orez Definiția homomorfismului g* Dovada Pentru a arăta că secvența noastră este exactă, trebuie să demonstrăm șase incluziuni de forma Im( ) cu Ker( ) și Ker( ) cu Im( ) Ele decurg din definiții și teorema de homotopie de acoperire; demonstrăm o singură includere (și anume, Ker(d*) cu Im(pJ), iar restul lăsăm cititorului Se poate reprezenta un sferoid arbitrar ao: (gn, deci) (B, bo) ca o homotopie a: —> B Folosind teorema de acoperire homotopie, considerăm o homotopie de acoperire ăt: S " —> E Dacă "o este ales în Ker(E*), atunci ar: Sn -* F este homotopic la o mapare constantă Fie / S o homotopie în F alăturarea cu o mapare constantă Se consideră homotopia pentru t G [ , / ], pentru t G [ / , ] Sferoidul original corespunde unui sferoid g: Sn -> F astfel încât maparea g~p°g este omotopică la a Prin urmare, a GImp*, după cum este necesar □ § Secvența exactă de homotopie a perechii Definim acum pentru toate n grupuri de homotopie (X, A, a ) perechi de spații topologice cu un punct marcat a e c Pentru a face acest lucru, definim un sferoid relativ ca o clasă de homotopie de mapări care păstrează punctul marcat, a: (NU , ENU , s ) - (X, L, x ), adică mapări continue astfel încât a(s ) = x și homotopiile lui Ht sunt astfel încât H(s ) cu A și Ht(s ) = x pentru toate tel De multe ori Curs Grupuri de homotopie uneori este mai convenabil să se reprezinte sferoizii sub formă de (clase de) mapări (Pp, EPP, s ) (X, A, a ) (această interpretare dă același rezultat, deoarece deoarece perechea Ip/dIp este homeomorfă la (Dn, ELU )) Definiția produsului a doi sferoizi relativi, precum și dovada că mulțimea n(X, A, a ) pentru orice n > este un grup și, în plus, pentru n > , este abelian, lăsăm la cititorul ca exercițiu Desigur, grupul de homotopie de perechi np(-, •) poate fi considerat pentru n ca un functor din categoria perechilor de spații topologice la categoria grupurilor abeliene; definirea conceptului principal, respectiv homomorfismul indus f*:nn(X,A, aQ) nn(Y,B, b ), care corespunde cartografierii perechilor /: (X, A) -* (Y, B), este prevăzut ca exercițiu Perechea de spații cu un punct marcat (X, A, a ) corespunde mapei de încorporare i: (A, a ) c > (X, a )} care definește homomorfismul indus i* Deoarece orice sferoid absolut (O)n, s ) -* (X, a ) poate fi considerat un sferoid relativ (O)n, s ) -> (X, A, a ) (care mapează sn la a ), vom au - homomorfismul p*: n(X, a ) -> n(X, A, a ) În sfârșit, să definim e*: n(X, A, a ) kn(A, a ), atribuind sferoidei relative (X)n, sn , $ ) ~* (X, A, a ) restricția acestuia la sn Teorema Succesiunea homomorfismelor L R* d* definit mai sus este exact Dovada Din nou, sunt șase cuiburi de verificat, dar vom verifica doar unul, și anume Imp* cu Kegd* Fie a: In —> X un sferoid a cărui restricție la In este homotopică la maparea constantă a (în clasa mapărilor In A) Fie gt: In -> A o homotopie între restricția lui a la In și maparea constantă Luați în considerare homotopia ft; dln -*X, care coincide cu gt pe F" și duce dnp \np la a Prin lema lui Borsuk, această homotopie se extinde la o homotopie a mapării a Ca rezultat, obținem o homotopie din clasa sferoizilor relativi, care conectează a cu sferoidul relativ care mapează EPP la ba □ § Fibrația Hopf și n (§ ) § Fibrația Hopf și n (§ ) Pachetul Hopf, una dintre cele mai frumoase construcții din topologie și din matematică în general, este pachetul h: S -> S construit astfel: reprezintă sfera S ca S = {( , s ) G С : kj + |u | = } şi definiţi acţiunea cercului S = {іu еС: |ш| \u d } conform regulii (u u ) -» (w w ); este ușor de demonstrat că spațiul de orbite al sferei S sub această acțiune este o sferă bidimensională Această definiție este foarte simplă, dar nu descriptivă O definiție mai ilustrativă se bazează pe faptul că o -sferă se obține prin lipirea a doi tori solidi împreună Dar cel mai bun mod de a vizualiza fibrarea Hopf este să urmărești minunatul videoclip realizat de Etienne Ghys și colaboratorii săi (vezi „Dimensiuni” pe pagina sa web) Folosind fibrația Hopf, se poate obține următoarea formulă minunată pentru n (§ ), care la un moment dat a devenit o mică senzație matematică: l (§ ) Pentru a demonstra această relație, scriem o parte a secvenței de homotopie pentru fibrarea Hopf: — n (§ ) l (§ ) TTj (S ) R (S ) — Deoarece n (§ ) = ^T(S ) = (vezi paragraful anterior), obținem un izomorfism (Acesta este un caz special al unui fapt notat dar nedemonstrat în paragraful anterior ) Acum scriem o altă parte a aceleiași secvențe de homotopie pentru fibrarea Hopf: -> ^(S ) n (§ ) n (§ ) ^(S ) — Deoarece cei doi termeni extremi sunt zero, obținem n (§ ) = n (§ ), iar afirmația noastră decurge din izomorfismul (notat în paragraful anterior pentru n arbitrar, nu numai ) n (§ ) = Z □ Curs Grupuri de homotopie § Grupuri de homotopie de sfere: unele fundal Calcularea grupurilor mk(Sn) pentru k>n a fost unul dintre principalele subiecte în matematică în anii și , în mare parte din pură curiozitate Drept urmare, s-a dovedit că lucrările remarcabile ale lui L S Pontryagin, J -P Serra și J Adams au alte aplicații mult mai utile Deși există încă întrebări deschise, calculul grupurilor de sfere de homotopie nu mai este în vogă Aici enumerăm câteva rezultate, care sunt alese mai mult sau mai puțin aleatoriu și la prima vedere pot părea ciudate: • in(Sn)=Z, n^I; • n+ (§n)=^ , n^ ; • ^n+ ®n) i ; • n+z= ^ ' n ; • jnN (§n) = , și ^ ; • Rn+ ^n) = ^ > n ; • rn+ (Sn)=Z ®Z ®Z , n ^ ; • ^+ (S") = Z ,n^l Instrumentul principal în demonstrarea acestor rezultate sunt așa-numitele secvențe spectrale, în special cele descoperite de J -P Serre şi J Adams Secvențele spectrale sunt un instrument foarte sofisticat și eficient pentru calcularea grupurilor de homotopie, dar ele depășesc scopul acestui curs § Sarcini Demonstrați că pkX „trăiește” în X(/c+ ), mai precis, încorporarea ik:X^^X induce un izomorfism -* pcX pentru k nnY este bine definit § Sarcini Demonstrați că o succesiune de mănunchiuri de homotopie este exactă în toți termenii (vezi § ) Demonstrați că o succesiune de perechi de homotopie este exactă în toți termenii (vezi § ) Demonstrați că CP = B Up P , unde p: S -> CP , este o fibrație Hopf, iar S = EH) Există o retragere r: CP -→CP , unde CP este imbricat în CP într-un mod natural? Demonstrați că dacă A este o retragere a lui X, atunci (a) homomorfismul i*: np(A) -> lp(X) este injectiv; (b) homomorfismul p*: lp(X) lp(X, A) este surjectiv; (c) homomorfismul *: lp(X, A) n (A) este zero; (d) lp(X) = lp(X, L)lp(L) Demonstrați că dacă există o homotopie f: XX astfel încât f = id și (X) c A, atunci (a) homomorfismul i*: n(A) n(X) este surjectiv; (b) homomorfismul p*: lp(X) lp(X, A) este zero; (c) homomorfismul g*: n(X, A) -> n > A) este injectiv; (d) np(A) = mn+ (X, A)fp(X) Demonstrați că operația de înmulțire a grupurilor de homotopie și a grupurilor de homotopie relativă este asociativă Demonstrați că operația de înmulțire a grupurilor de homotopie relativă este comutativă pentru n , dar nu neapărat comutativă pentru n = Cursul Omologii celulare Teoria omologiei celulare este un functor de la categoria CW-kom-plex-uri la categoria grupurilor abeliene gradate Avantajul său (față de alte teorii de omologie) este că simplifică foarte mult calculul grupurilor de omologie pentru spațiile topologice de bază, cum ar fi varietățile În această prelegere, ne vom lipsi de dovezi riguroase ale principalelor proprietăți ale acestui functor, ceea ce ne va permite să trecem la astfel de calcule cât mai repede posibil Teoria omologiei celulare se bazează pe conceptul gradului de mapare a unei sfere în sine /: -> §n, de la care începem § Gradul de autocartare a unei n-sfere Cel mai simplu mod de a determina gradul de cartografiere /: -> §n, setare deg(/) :=/*( ) eZ, unde /*: n(gn) -* n(sn) = Z este homomorfismul indus de / Dar acest lucru nu se poate face, deoarece nu am demonstrat că n(gn) = Z — acest lucru este de obicei demonstrat folosind teoria omologiei (și anume, teorema lui Gurevici, care va apărea în Lectura ); abia începem să construim această teorie și o astfel de abordare ar duce la un cerc vicios logic Deci trebuie să definim deg(/) geometric; dăm această definiție pentru o clasă destul de limitată de mapări / Numim o mapare continuă : S" -> precisă dacă pentru un punct p mulțimea \ ^ (p) este o mulțime (eventual goală) de bile deschise neintersectate B", , Bț, fiecare dintre ele, sub acțiunea lui ip, este mapat difeomorf pe § \ {p}- Acum lăsați orientarea să fie fixată pe ambele sfere Atunci constrângerile (^|Bn, , X - i unele (u - )-celulă și % = P\g^ : ELU -> X(n~ ) este maparea de lipire a celulei n / : HY -> X(n) Notăm cu p: X(n ) §n maparea obținută prin contractarea într-un punct a (u - )-scheletul lui X(n ) și a tuturor (u - ) celule din X(n ) cu excepția a Să definim maparea X: EIP)P -> §n , setând X -= P ° % ■ Prin definiție, coeficientul de incidență al unei celule / cu o celulă a este egal cu un număr întreg [/ : a] := deg(f) = deg(poZ) (Aici, orientările sferelor ELU și §n sunt induse de celulele corespunzătoare ) Coeficientul de incidență este bine definit dacă toate mapările de forma / sunt precise pentru toate perechile de celule a și / Apoi spunem că spațiul CW X este îngrijit Vom presupune că în restul prelegerii toate spațiile CW sunt îngrijite Exemplu Fie X structura unui spațiu CW pe planul proiectiv RP , format din trei celule de dimensiuni , , În acest caz, celula cu / : D → X este lipită de X( ) = S prin intermediul mapării / : EI) = S -> S , e ^ e i Y și fiecare număr întreg nenegativ n, definim un homomorfism de la Hn(X) la Hn(Y) Acest lucru este posibil, dar construcția este în general foarte dificilă Să o descriem pentru cazul special când maparea f: XY nu este doar celulară, ci și transformă întotdeauna celulele în celule Apoi fiecărei n-celulă /: )n -> X(n) îi corespunde o celulă f o y, iar prin liniaritatea fiecărui n-lanț în spațiul X îi corespunde un n-lanț în spațiul Y (desigur, dacă celula-imagine f o y are dimensiunea mai mică decât n, atunci nu apare în lanțul de imagini) Să-l scriem sub forma: SP(X) -> SP(Y) Este ușor să demonstrezi asta astfel încât ciclurile corespund ciclurilor, iar ciclurile de omologie corespund ciclurilor de omologie, adică corespondența descrisă este bine definită pe clasele de omologie; este în concordanţă cu operaţia de însumare Homomorfismul rezultat Hn(X) -*Hn(Y) este notat cu A:NP(X)-»NP(U), si spunem ca este indusa de maparea / Acum să fie dată o pereche de spații CW (finite clare) (X, A); atunci lanțul relativ cu G Cn(X, A) este un lanț în Cn(X) ai cărui coeficienți pentru celulele din A sunt egali cu zero Ca mai sus Cursul definiți operatorul de limită (încă îl notează dp) dn: Cn(X, A) -* Cn ^X, A\ satisface lema lui Poincaré Acest lucru ne permite să definim (ca mai sus) grupul de omologie relativă Hn(X, A) și homomorfismul g*: Hn(X, A) —+ Hn(Y, B) indus de maparea celulară a perechilor g: (X, A) —> (Y, B) Rețineți că există o identificare naturală Hp(X, )=Hp(X) Observația Aici am definit omologia celulară pentru spații CW finite, deoarece în momentul de față ne interesează doar calcularea grupurilor de omologie pentru varietăți compacte, care au întotdeauna structura unui spațiu CW finit De fapt, teoria este exact aceeași în cazul general și este necesar doar să se stipuleze în definiția unui lanț p că numărul de coeficienți nenuli din fiecare lanț este finit § Unele proprietăți ale omologiilor celulare ( ) Funcționalitate Teoria omologiei celulare este un functor, i e • (/ ° &)*—/* ° &* Pentru toate mapările de celule f: X -> Y și g;yZ; • (idx)* = idH (X) pentru orice spațiu CW X și toate n ∈ N ( ) Omologie punct Dacă X constă dintr-un punct, atunci H (X) = % și Hn(X) = pentru tot n ( ) Invarianța homotopiei Grupurile de omologie sunt invariante de homotopie (și, prin urmare, invariante din punct de vedere topologic) În special, IR(X) nu depinde de alegerea structurii CW pe spațiul CW X Să omitem demonstrarea acestui fapt important ( ) Grup cu omologie zero de spații conectate Conectivitatea liniară a unui spațiu CW X este echivalentă cu egalitatea H (X) =Z ( ) Secvența exactă pentru alin Pentru orice pereche de spații CW (X, A) există înglobări i:A Hn (A') (vezi problema ) Aceste trei homomorfisme ne permit să construim § Calculatoare și aplicații o secvență analogă cu secvența de homomorfisme ale grupurilor de homotopie, care a fost luată în considerare în prelegerea anterioară În consecință, obținem următorul rezultat Secvența de homomorfisme definită mai sus pentru perechi de spații CW Hp(A) ± Hp(X) Hp(X, A) \ Hp g(A) - exacte Dovezi riguroase ale proprietăților ( )–( ) pot fi găsite în cărțile [ ] și [ ] Sper ca toată lumea să înțeleagă la nivelul intuiției geometrice că succesiunea de omologie pentru perechi este exactă § Calculatoare și aplicații Enumerăm aici grupurile de omologie pentru unele dintre cele mai populare soiuri Demonstrațiile corespunzătoare pot fi obținute cu ajutorul celor mai simple structuri CW pe varietăți (vezi Lectura ) și definirea grupelor Hn(-) • Dar (punctul) = Z, Np (punctul) = la n ; • Н ®п) = Нк№п) = la k ; • H (Sn) =Hn(Sn) = Z, Hk(Sn) = pentru toate H { , u}; • Н (Т ) = Н (Т ) = Z, Hj (Т ) = Z Ѳ L, Нк (Т ) = pentru toți k ; • Hk(CPn) = Z pentru k G { , , , n}, Hfc(CPn) = pentru tot k impar și pentru k > n; • Hfc(IRPn) = Z pentru k - și k = n dacă n este par, Hk(RPn) = Z pentru k impar, k § Sarcini Calculați unde M este o sferă cu g mânere Calculați unde N este RP cu g mânere Calculați H*(CPp) Calculați H*(RPn) Cursul Calculați N*(G), unde G este următorul grafic Fie p și q numere naturale între prime Să considerăm acţiunea grupului Zp cu generatorul u asupra sferei unitare § cC dată de formula c(u, u) = (exp( l/p)u, exp( l/p)w) Spațiul coeficient al sferei S este o varietate tridimensională prin această acțiune Se numește spațiul lentilei și este notat cu L(p, q) Calculați H*(L(p, q)) Calculați H*(P), unde V este capacul clovnesc, adică un triunghi cu laturile identificate conform săgeților Există o retragere a șapei bufonului (vezi problema anterioară) către cercul NM? Exprimați Hp (L V V) în termeni de NpA și NpB, n = , , Construiți un homomorfism g*: Hn(X, A) -+Hn (A) și arătați că secvența de omologie pentru perechi este exactă Calculați H*(S), unde S este sfera S cu adăugarea segmentului de linie [NS] care leagă polii nord și sud Cursul Omologie simplă Teoria omologiei simpliale este cea mai veche dintre teoriile omologiei Acesta este un functor definit doar pe categoria spațiilor simpliale (mult mai restrâns decât categoria spațiilor topologice sau chiar categoria spațiilor CW-npo-spații); definiția acestui functor este foarte simplă și are o interpretare geometrică destul de clară Cu toate acestea, nu este la fel de convenabil pentru calcule precum functorul de omologie celulară (vezi Lectura și problemele pentru acesta), iar dovezile proprietăților sale principale sunt mult mai dificile decât dovezile acelorași proprietăți ale omologiei singulare (le vom studia) în cursul ) Construcția functorului de omologie simplială (precum și a altor functori de omologie) se realizează în două etape principale: în primul rând, de la spații simpliale și mapări (acestea sunt entități geometrice, vezi § de mai jos), trecem la complexe de lanț și homomorfisme ale acestora (obiecte pur algebrice), iar apoi o construcție pur algebrică permite trecerea de la complexe în lanț la grupuri abeliene gradate (grupuri de omologie) Acest al doilea pas poate fi utilizat fără modificări în construcția altor teorii de omologie, cum ar fi omologia singulară, omologia celulară etc § Complexe de lanțuri și morfismele acestora Un complex de lanț (numit anterior și grup diferențial gradat) este o succesiune de grupuri abeliene și homomorfisme Ep+ ^ dp+ dp dl g ••• > SpN- > sp- > ••• с > Cursul care satisface pentru toti n = , , relatia dn+ o dn = , sau, care este aceeasi, relatia Im^n+ cu Kerdn Elementele lui Cn se numesc n-lanțuri, iar homomorfismele dn se numesc operatori de limită sau diferențiale (indicele n uneori nu este scris) Elementele din Rgd se numesc cicluri, elementele din Igpd se numesc limite, iar două cicluri din aceeași categorie modulo Imd se spune că sunt omoloage sau aparțin aceleiași clase de omologie (Această terminologie poate părea ciudată într-un context algebric abstract; vine din aspectul geometric al teoriei omologiei, unde o astfel de terminologie este destul de naturală; vezi Lectura ) Complexele de lanț formează o categorie ale cărei morfisme f: C —> —> C' sunt diagrame comutative de forma dp+ dp d' ” Z- > Cn > > ••• > С s' cu L s' n n- Faptul că categoria este efectiv obţinută (adică cele două axiome de functorialitate din definiţia categoriilor sunt satisfăcute, vezi Lectura ) rezultă imediat din definiţii § Omologia complexelor de lanț Fie C = (Cn, dn) un complex de lanț A n-a sa grupare de omologie este următorul grup de factori: TVA) := (Kerdn)/(Imdn + ) Din morfismul complexelor de lanț /: C -> C' se poate construi un homomorfism al grupărilor de omologie corespunzătoare A: Np (C) Np (Cx) pentru toți n în felul următor Luați în considerare o diagramă ap+ cn+ d, Sp- fn fn- CU' d', n- § Spații simple alegeți un element ceKer(En) și să fie h clasa sa de omologie Fie cx :=/n(c), si fie h' clasa de omologie care contine c' Acum putem defini homomorfismul indus f*: Hp(C) -> Hp(C') ca o mapare h h' Din ultima diagramă putem observa cu ușurință că f* (aici și mai jos nu scriem indicele u) este un homomorfism bine definit Rezultă direct din definiții că corespondența descrisă mai sus dintre grupurile de omologie ale SDS) și homomorfismele induse f* cu complexele de lanț C și morfismele lor f este un functor, adică (/ °g)* = f*°g* și (idch = idH>(C) § Spații simple Să ne amintim câteva definiții din § Un simplex n-dimensional (sau n-simplex pe scurt) An este învelișul convex de n + puncte (care se numesc vârfurile sale) în Uf, și anume originile și capetele vectorilor de bază; An este dotat cu topologia indusă Astfel, un -simplex este un punct, un -simplex este un segment = [ , ], un -simplex este un triunghi, un -simplex este un tetraedru și așa mai departe Pentru comoditate, presupunem multimea goala (- )-dimensional simplex Remarcăm că considerăm n-simplexul ca un spațiu topologic (homeomorf discului PU ), dar cu o structură suplimentară, mulțimea /c-fețelor sale, k = , , n - Sunt definite astfel: -fețe - acestea sunt vârfurile simplexului An și fiecare k-față, k u, este învelișul convex al unor k + vârfuri Rețineți că fiecare k-față are structura unui k-simplex În linii mari, un spațiu simplist este un spațiu topologic lipit împreună din simplexe după anumite reguli Acesta este un caz foarte special al spațiului CW: regulile de lipire sunt mult mai stricte în cazul simplexelor decât în cazul celulelor Conform definiției, orice spațiu simplial X este dotat cu o structură combinatorie, adică are o descompunere fixă în simplexe Uneori este util să schimbați această structură prin subîmpărțirea simplexurilor din X în altele mai mici Pe fig Figura prezintă mai multe moduri de subdiviziune a -simplexului A Ultima dintre acestea se numește subdiviziune baricentrică; pentru a-l obține, trebuie să împărțiți fiecare parte ( -față) a -simplex A în mijloc Cursul lungime în două -simplice, apoi luați conurile cu vârful la centrul de greutate g al simplexului A peste cele șase -simplice rezultate, construind astfel noi -simplici Orez Subdiviziunile unui -simplex Subdiviziunea baricentrică a p-simplexului An este definită în mod similar: luăm subdiviziunile baricentrice ale tuturor fețelor și construim conuri peste ele cu vârful la centrul de greutate g al simplexului An Prin subdiviziunea baricentrică a unui spațiu simplicial X înțelegem rezultatul Xx al subdiviziunii baricentrice simultane a tuturor simplexelor din X Repetând această procedură, se poate obține un spațiu simplicial X^n\ format din aceleași puncte ca și X, dar cu simplexe arbitrar mici Spațiile simple au, de asemenea, o structură topologică și pot fi considerate ca spații topologice Legătura dintre aceste două abordări este exprimată în următoarea teoremă importantă Teoremă (aproximare simplă) Orice mapare continuă /: X -+ Y a spațiilor simpliale este omotopică la o mapare simplială s: X(n) -+ Y între a n-a subdiviziune baricentrice a spațiilor X uY pentru unele n Maparea s poate fi aleasă arbitrar aproape de f Demonstrarea acestei teoreme este oarecum mai simplă decât demonstrarea teoremei de aproximare celulară, dar folosește mijloace diferite Este omis din acest curs § Complex în lanț al unui spațiu simplist Să definim acum un complex în lanț C*(X) al unui spațiu arbitrar simplist X Rolul principal în acest complex în lanț § Complexul de lanțuri al unui spațiu simplist va juca simplexuri orientate, adică simplexuri cu o orientare fixă Pentru a o stabili, notăm șirul de vârfuri ale simplexului într-o anumită ordine: u , u, , un; totul există și! modalități de a le ordona și vom numi două dintre ele echivalente dacă una este obținută de la cealaltă printr-un număr par de transpuneri Este clar că pentru un simplex fix există două clase de echivalență de ordonări ale vârfurilor sale; fiecare dintre aceste clase va fi numită o orientare a simplexului Un simplex n-dimensional orientat dat de o ordonare v , v ,un vârfuri ale sale, adică clasa de echivalență care conține această ordonare, va fi notat cn = [p , v ,un] În limbajul geometric, orientarea unui -simplex este determinată de o săgeată care merge de la unul dintre vârfurile sale la altul; orientarea unui -simplex este direcția de rotație a planului în care se află În ceea ce privește simplexurile cu dimensiuni zero (adică puncte), să fim de acord că orientarea lor este determinată prin simpla atribuire a unui semn plus sau minus De asemenea, să fim de acord să notăm cu - [%, ѵ , nn] simplexul cu aceleași vârfuri, dar cu orientarea opusă față de simplexul [p , v vn] Observația Fizicienii fac distincție între orientarea pozitivă și cea negativă De exemplu, într-un plan, ei consideră rotația în sens invers acelor de ceasornic pozitivă În D se vorbește despre un șurub drept (adică o orientare pozitivă a -simplexului), în teoria electromagnetismului există o „regula mâinii stângi”, etc Toate aceste preferințe nu au niciun sens matematic, așa că nu vom folosiți-le atunci când alegeți o orientare Prin definiție, un lanț n-dimensional c este o combinație liniară cu coeficienți întregi (doar un număr finit dintre care nu sunt zero) a tuturor n-simplicelor orientate din X: C = '£lZi°i e Cn(X) i (identificăm - $ și s cu reorientare) Mulțimea SP(X) a tuturor n-lanțurilor se numește n-lea grup de lanț și are structura evidentă a unui grup abelian generat de toate n-simplicele (ordonate) (de fapt, este un Z-modul liber); suma directă φ SP(X) a grupărilor n-lanțuri este, de asemenea, un grup abelian și se notează C*(X) Cursul Pentru a obține un complex de lanț din grupurile Cn(X), trebuie definiți operatori de limită, sau diferențiale, Ep:Sp(X)-Sp g(X) Dacă an = [p , •••, *, n] este un n-simplex (orientat), atunci fie [C)> •••> y/, •••> Yn] := [C)> •••> ^-I, ^ch-b •••> C ] denotă fața sa (u — ) obținută prin eliminarea j-lea vârf Acum definim operatorul limită prin setare ZX p dps = p ■= L c- ) [^o, ,sp] MM J j= Corectitudinea acestei definiții este conținutul problemei Lema (Poincare) Pentru orice n egalitatea dp- °dp = • Dovada Deoarece operatorul dn este liniar, este suficient să se demonstreze lema pentru cazul în care lanțul c conține un singur coeficient z diferit de zero și acest coeficient este egal cu , adică c = cm, unde cm este un n-simplex din X Dar în acest caz lema este evidentă, deoarece (după definiția operatorilor de limită) lanțul (u - ) (En r o En)(cr) este format din n termeni care apar în perechi de forma cu semne opuse, deci suma totală este zero □ Observația De fapt, trei tipuri diferite de simplexe pot fi folosite pentru a defini omologiile simple În primul rând, simplexuri orientate (cum s-a făcut mai sus) În al doilea rând, simplexuri ordonate după numere de vârfuri: să enumerăm toate vârfurile spațiului simplicial și apoi să asociem fiecare simplex geometric cu un simplex ordonat în mod unic, ale cărui vârfuri sunt în ordinea crescătoare a numerelor În cele din urmă, toate simplexele ordonate posibile (atunci fiecare n-simplex geometric definește n! ordonări diferite de simplexuri care sunt generatoare ale grupului de n-lanțuri) Ca rezultat, obținem trei complexe de lanțuri diferite, dar se dovedește că teoriile de omologie corespunzătoare coincid (vezi Problema și § din Lectura (despre dualitatea Poincaré)) § Omologie relativă a spațiilor simpliale Acum definim un morfism de complexe de lanțuri care corespunde unei mapări simple f: X -+Y; acest lucru se face în mod natural Și anume, să fie date un lanț ceQ(X) și un crk simplex care intră în el cu un coeficient diferit de zero Considerați imaginea sa m :=f(crk) și includeți-o cu același coeficient ca un termen din lanțul f*(c), dacă I=k, setând f[v , ,vn]:=[f( , atunci în definiția grupului de omologie zero corespunzător trebuie să setăm HqCX) : —C (X)/Imd În virtutea acestei definiții, este evident că un spațiu simplu X este conexat dacă și numai dacă Pentru a simplifica unele formulări, va fi convenabil să schimbați ușor capătul complexului de lanț care corespunde spațiului simplist dat, și anume, să înlocuiți ultimii doi termeni -> Q(X) -> C (X) -> § Sarcini următoarea secvență de trei termeni (numită augmentare): la d-i dp A Cx(X) C (X) C-Ax) = ^ , unde homomorfismul q este definit prin formula Apoi se poate defini grupa de omologie redusă cu dimensiuni zero (notat Ho) în modul standard prin setare H (X) ~Kerd /Itd În acest caz, spațiul simplicial X este conexat dacă și numai dacă Ho(X) = De asemenea, este ușor să vezi asta întotdeauna H (X) = H (x)Φ^ § Sarcini Luați în considerare complexul lanțului dl la d-i unde E (u) = z și d (z) = Calculați omologia acestuia Calculați omologia unui punct și a unui segment [ , ] considerat ca un spațiu simplial cu un -simplex Calculați omologia segmentului subdivizat (a se vedea figura) folosind numai definiția grupurilor de omologie, apoi verificați răspunsul folosind proprietățile acestora (de exemplu, invarianța homotopiei) Calculați omologia limitei triunghiului și a limitei pătratului (folosind definiția grupurilor de omologie simplă) Comparați răspunsurile Calculați omologia limitei tetraedrului și a limitei cubului (fețele cubului sunt triangulate după diagonalele lor) Comparați răspunsurile Demonstrați că homomorfismul indus în teoria omologiei simpliale este bine definit, adică nu depinde de reprezentativul orientării Cursul Efectuați o demonstrație detaliată a lemei lui Poincaré (verificați dacă cele două simplexe [n , • ••, • ••, ^v, • ^n] apar cu semne opuse) Demonstrați că un spațiu simplicial X este conex dacă și numai dacă H X = Z Calculați grupele de omologie H*(Mb, Z) ale benzii Möbius direct din definiția omologiei simple Calculați omologia planului proiectiv RP modulo (adică cu coeficienți din Z ) Construiți o teorie de omologie pentru simplexele ordonate (în care fiecare p-simplex geometric corespunde u! simplexelor ordonate) Demonstrați că este echivalent cu o teorie bazată pe simplexuri orientate și, de asemenea, cu o teorie ordonată în care toate vârfurile unui spațiu simplial sunt preordonate (astfel încât fiecărui simplex geometric să corespundă doar unui simplex ordonat) Cursul Proprietăți ale omologiei simpliale Scopul acestei prelegeri este de a stabili cele mai importante proprietăți ale grupurilor de omologie simplă Totuși, vom începe cu informații preliminare din algebră, legate în principal de complexele de lanț (scurte secvențe exacte ale complexelor de lanț și secvențele omologice lungi corespunzătoare, unele afirmații auxiliare, cum ar fi -lema lui Steenrod, homotopia de lanț etc ) Vom lua în considerare și conceptul de suport aciclic, un instrument geometric util care oferă informații importante în topologia algebrică, de exemplu, în construcția de homotopii în lanț Odată realizat acest lucru, o serie de rezultate importante pot fi obținute fără prea mult efort suplimentar Acestea sunt invarianța de homotopie (și, prin urmare, invarianța topologică) a grupurilor de omologie, secvența exactă de omologie pentru perechi, teorema Gurevich (care stabilește relația fundamentală dintre grupurile de omologie și grupurile de homotopie), șirul Mayer-Vietoris (care permite adesea o pentru a calcula omologia unui spațiu din omologia părților sale ) § Patru leme algebrice În prelegerea anterioară, am menționat deja că succesiunea de grupuri și homomorfisme -l G, Gi+ se numeste exact in termenul Gh daca Imhj = Ker/i,+ ; Se spune că o întreagă secvență este exactă dacă este exactă în totalitate membrii Cursul Secvențele exacte de grupuri au următoarele proprietăți, care rezultă direct din definiția lor: (i) dacă succesiunea O->A->B-> este exactă, atunci homomorfismul A->B este un monomorfism; (ii) dacă succesiunea —> B —> este exactă, atunci homomorfismul A —> B este un epimorfism; (iii) dacă șirul —> A —> B —> este exact, atunci homomorfismul A —> B este un izomorfism Secvență exactă de cinci termeni -*A^B^S-* , care începe și se termină la zero se numește o secvență exactă scurtă Lema (pe o scurtă secvență exactă) Fie h: G^H un homomorfism de grup arbitrar Apoi secvența Kerh —> G Imh , unde i este un homomorfism de încorporare, este o secvență exactă scurtă Dovada acestei leme este evidentă Lema (despre divizare) Să fie dată o scurtă secvență exactă F ^>A—+B—+C^> Lăsați-l să se dividă, adică să fie izomorf la o secvență a formei —» AAFS C —> , unde i este încorporarea naturală, ap este proiecția pe al doilea factor Atunci homomorfismul p are invers stânga (adică există un homomorfism Φ: B -+ A astfel încât p o Φ = idB), iar homomorfismul φ are invers drept (adică există un homomorfism Φ: C -► B , că Fof = idB) Dovada acestei leme este oferită ca un exercițiu (ușor) Folosind următoarea lemă algebrică în teoriile de homotopie și omologie, se dovedește că diferitele spații au grupuri de homotopie izomorfe sau grupuri de omologie izomorfe § Construcția secvențelor lungi omoloage Lema (lema a lui Steenrod) Să fie în diagrama comutativă A -> B -> C -> D > E p q g st A' B' -C D' E' rândurile sunt exacte, iar săgețile verticale p,q,s,t sunt izomorfisme Atunci săgeata verticală din mijloc r este, de asemenea, un izomorfism Dovada acestei leme este un exercițiu frumos privind grupurile abstracte și căutarea diagramelor De fapt, afirmația acestei leme este adevărată în condiții mai slabe Lema (( x )-lema) Să fie următoarea diagramă comutativă: OOO r r' r" O > B > C > D -> O OOO primul și al doilea (al doilea și, respectiv, al treilea) rând și toate coloanele sunt exacte; atunci al treilea (respectiv, primul) rând este și el exact Dovada este un alt exemplu simplu tipic de căutare diagramă § Construirea unor secvențe lungi omoloage În prelegerile anterioare, am construit deja secvențe lungi de homotopie exacte pentru cazuri individuale Următoarea lemă este un instrument algebric puternic pentru construcție Cursul secvențe lungi omoloage de diverse tipuri într-un mod mai „științific” Lema (de la scurtă la lungă) Scurtă secvență exactă a complexelor de lanț o — s x s' L s” o, adică o astfel de diagramă comutativă k, / II și O -> Сi :—> c' —-—> c" > o a, a; A" O -> c'i C "J> o, că Imki = Ker;r pentru toate i și toate rândurile din el sunt exacte, induce următoarea secvență omologică exactă lungă: - H ^ C) - H ^ C ') - H ^ C ") - H -iCC) - - H (C") - Dovada Să construim un homomorfism luăm niște c"eKegd" Din acuratețea secvențelor orizontale rezultă că c" = j(c') pentru unele c[ și există un element C r în Cj care este o pre-imagine pentru q-(cf Elementul c este un ciclu în complexul C; luați clasa corespunzătoare din grupul Hj-iCO ca imagine a clasei de omologie a ciclului c" Astfel, am construit o mapare din H^C") în cred că acesta este un homomorfism bine definit Alte homomorfisme ale unei secvențe lungi sunt construite printr-o căutare de diagramă similară, iar exactitatea acesteia este verificată direct □ § Homotopia în lanț Două morfisme {fk} și {gk} dintre complexele de lanț {C^} și {C^} sunt legate printr-o homotopie de lanț dacă există o familie de homomorfisme Dk: Sk^ > Sk+ astfel încât dk+l°Dk^~Dk-l°dk = gk~ fk> familia {Dk} se numește atunci omotopie în lanț între fug § Medii aciclice Cometariu La prima vedere, această definiție poate părea destul de ciudată Pentru a-i înțelege semnificația, cititorul ar trebui să ia în considerare situația în care complexele de lanț sunt simple și să încerce să interpreteze geometric homomorfismele Dk Lema (pe homotopia în lanț) Dacă morfismele {fk} și {gk} dintre complexele de lanț {C£} și {€%} sunt legate printr-o homotopie de lanț, atunci morfismele {(fk\} și {(g^)*} induse de acestea în omologia coincide Dovada Fie zk ∈ Ck un ciclu, adică d^ZjJ = Atunci Zk&k) ~ fk(zk) = dk+SDkzk^ ceea ce înseamnă că și f^ZjJ sunt omologi □ § Medii aciclice Să revenim de la contextul pur algebric al complexelor de lanțuri la spațiile simpliale Un spațiu simplicial X se spune a fi aciclic dacă H (X) = Z, iar în toate dimensiunile u > grupele sale de omologie sunt zero Suportul unui lanț cu G SP(X) este orice subspațiu simplist al lui X care conține toate simplexele care apar în lanțul dat cu coeficienți nenuli Pentru a formula următoarea lemă, avem nevoie de un concept tehnic legat de lanțurile zero-dimensionale: spunem că harta lanțurilor / păstrează mărirea dacă din egalitate ѵ i jj rezultă că la = £bj (Motivarea conceptului de augmentare este discutată J dat în prelegerea anterioară ) Lema (pe un suport aciclic) Să fie date spații simple X uY și mapări în lanț de creștere-conservare ^,^:Q(X)-Q(y) Să se dea de asemenea o corespondență A între simplexurile A cu X și subspații simpliale A(A) cu Y care să îndeplinească următoarele condiții: (i) dacă A este A, atunci A(M') cL(A); Cursul (ii) L(A) este aciclic; (iii) mulțimea A(Ak) este purtătoarea lanțurilor (bD°) = O ((a + b)A°) Dar va fi executat dacă redefiniți By prin setare £» (aA°) = a£» ( -A°) (În cele ce urmează, lanțurile de forma • A vor fi notate simplu cu A ) Pentru a efectua pasul inductiv, presupunem că au fost construite homomorfismele necesare D ,D } ,Dk iar A(A ) este suportul lanțului P/A ) Este necesar să se construiască un homomorfism Dfc:Cfc(X)-Cfc+ (y), îndeplinind singura condiție ca pentru orice fc-dimensional simplex A cu X egalitatea dfc+ Dk(A) =cfc, unde sk = ^(A)-'fk(A)-Pk Ek(A) Dar toate simplexurile din dfc(A) sunt conținute în A și, prin urmare, A(A) este suportul lanțului d^(A), și deci și al lanțului Pk E^(A) Astfel, A(A) este suportul lanțului ck și, prin ipoteza inductivă, sk — (Fk ~ >k~ Dk-l^k) GA) = — (Fk ~Tk~ (Fk- dk ~ Vk-ldk ^k- dk-idfc))(A) § Invarianța homotopie a omologiei Suportul A(A) este aciclic și, prin urmare, ciclul ck este limita unui lanț (pe care îl notăm cu Dfc(A)) cu suportul A(A) care satisface egalitatea d^D^A) = ck, după cum este necesar □ § Invarianța homotopie a omologiei Desigur, un spațiu simplist este un spațiu topologic și, prin urmare, se poate vorbi despre echivalența sa de homotopie cu un alt spațiu Nu vom demonstra că teoria omologiei simpliale este invariantă la homotopie (în acest sens topologic general) Mai aproape de spiritul unei abordări categorice a matematicii este de a da o definiție mai combinatorie a homotopiei și echivalenței homotopiei pentru spațiile simpliste și apoi de a demonstra că omologia este invariantă la homotopie în sens combinatoriu (se mai spun: „în sensul liniar pe bucăți” ") Acesta este scopul acestui paragraf O mapare continuă f: X-+Y a spațiilor simpliale se numește liniară pe bucăți, sau pe scurt PL-mapping, dacă este simplială pentru o subdiviziune a structurilor simpliciale în X și Y Două PL-hărți /, g: X-+ Y se numesc PL-homotop dacă există o mapare PL F: Xx [ , ]-*Y astfel încât F(x, )=/(x), F(x, )=g(x) pentru toate hex; aici produsul cartezian X x [ , ] este dotat cu o structură PL naturală (în special, structura simplială a lui X x { } și X x { } este aceeași ca pe X și pentru orice simplex AxH multimea A x H este o submultime simplista in X x [ , ]) Teorema Dacă hărțile PL f,g: X -> Y ale spațiilor simpliale sunt PL-homotopice, atunci ele induc același homomorfism în omologie Dovada Fie F să desemneze homotopia între f și g Luați în considerare atașamentele i : X Xx{ } cXxP și : XX x { } c X x L Este clar că f = Fi și g = Fi }; prin urmare, este suficient să demonstrăm că = ii Fie Afc un simplex în spațiul X Lanțurile și u(Ak) au un suport comun Afc x H, care este evident aciclic Prin lema suport aciclic, aceasta înseamnă că există o homotopie în lanț care leagă i * și ii, iar după lema homotopie în lanț, i * = ii*- □ Cursul Spațiile simple XY se numesc echivalent PL-homotopie dacă există subdiviziunile lor simpliciale și mapările simpliale (față de aceste subdiviziuni) f: X -* Y și g: Y -*X, pentru care fog și go f sunt respectiv PL- homotopic la mapările identitare ale spațiilor Y și X în sine Ținând cont de functorialitatea omologiei simpliale, obținem imediat următorul corolar din teorema anterioară Corolar Grupurile de omologie simplă sunt invariante sub echivalența PL-homotopie Se spune că spațiile simple X și Y sunt PL-homeomorfe sau PL-echivalent dacă există subdiviziunile lor simpliciale și un homeomorfism simplicial (în ceea ce privește aceste subdiviziuni) între X și Y Din faptul evident că echivalența PL implică echivalența homotopie, avem obține o consecință Corolarul Grupurile de omologie simplă sunt invariante de echivalență PL Cometariu În această etapă, cu ajutorul teoremei de aproximare simplială și a unor lucrări mai tehnice (care nu necesită idei noi), se pot demonstra versiuni (mai puternice) pur topologice ale teoremei anterioare și ale corolarelor sale Omitem aceste dovezi în principal din motive estetice; cititorul se poate referi la cartea lui V V Prasolov [ ], cap , § (Expunerea anterioară a urmat pe alocuri această carte destul de îndeaproape, inclusiv notația ) § Secvența exactă omoloagă a perechii Grupurile de omologie ale unei perechi de spații simpliale formează o secvență exactă, foarte asemănătoare cu secvența de homotopie a perechii Teoremă (secvența omologică a unei perechi) Pentru fiecare pereche simplială (X, A) următoarea secvență este exactă: ± NP (X, A) H (X) A H (X, A) Dovada Să fie dată o pereche simplială (X, A) Se consideră simplexele de lanț C(A), C(X), C(X, A) Există morfisme § secvența Mayer-Vietoris primul complex în al doilea (încorporare), precum și al doilea în al treilea (factorizare), care dau o secvență de complexe în lanț O C(L) C(X) C(X, L) O, sau, mai detaliat, O > SP(L) > SP(X) -> SP(X, L) - -> Despre d+ dt d* O -> Cn i(X) > Cn i(X) -> c'n ^x, A) > Dar aceasta este o secvență exactă scurtă de complexe de lanț, din care obținem secvența lungă dorită prin lema „de la secvența scurtă la lungă” □ § secvența Mayer-Vietoris Secvența exactă luată în considerare – cunoscută sub numele de secvența Mayer-Vietoris, deși a fost descoperită pentru prima dată de M F Bokshtein – exprimă relația dintre grupurile omologice a două spații, unirea și intersecția lor Teorema (Mayer-Vietoris) Fie și X subspații simpliale într-un spațiu simplicial X și X = X și X ; punem Y = X PX Atunci următoarea secvență este exactă: + Hn(G) + NDH^FNDH^ Hn(X) Dovada Evident, C(Y)=C(X )PS(X ) și C(X )+C(X )=C(X )UC(X ) Există înglobări i: Y Xi și i : Y X și, de asemenea: X X și ; : X X )), și dacă Cursul Ci eOD) și c eC(X ), atunci punem j(c c ) = Ji(c ) + j (c ) Ca rezultat, obținem următoarea secvență scurtă de complexe de lanț: O C(Xg PX ) L C(Xj) FS(X ) L x ) -n O În plus, este ușor de observat că această scurtă secvență este exactă Prin lema „de la o secvență scurtă la una lungă” obținem o secvență omologică lungă, pentru care afirmația teoremei este valabilă □ § teorema lui Gurevici Teorema lui Gurevich exprimă o relație importantă între omologia n-dimensională și grupurile de homotopie Pentru n - , de fapt, Poincaré a fost cel care l-a descoperit primul, iar în acest caz înseamnă că Hx(X, Z) nu este altceva decât grupul de coeficient față de subgrupul comutator al grupului fundamental H/CX, p) Amintiți-vă că subgrupul derivat al unui grup G este definit ca subgrupul său [G, G] generat de toate elementele formei {aba” b“ a, b GG)} Teorema (Poincare) Prima grupare de omologie H (X} Z) a unui spațiu simplicial conex X este izomorfă cu grupul de coeficient Xi(X, p)/[n: (X, p), n^(X, p)] grupul fundamental uC(p) al spațiului X față de subgrupul său comutator Dovada Fiecărei bucle ae n e X, p) punem în corespondență un element din grupa H (X) după cum urmează Prin teorema de aproximare simplială, există o cale simplială a G a (într-o anumită triangulare a spațiului X) Notați cu b(a) un lanț orientat în care fiecare -simplex orientat din calea a intră cu coeficientul + , iar toate celelalte -simplice intră cu coeficientul Este clar că b(a) este un ciclu Acum să punem în corespondență cu elementul ae ^ X, p) clasa de omologie a ciclului b(a) Se poate demonstra că corespondența construită este un izomorfism între grupul de coeficient al grupului n (XX) față de subgrupul comutator și grupul Hi(X) □ Acest izomorfism se numește izomorfismul Gurevich Este un caz special al izomorfismului Gurevich în dimensiunea n (și ) § Sarcini Teorema (Gurevici) Fie X un spațiu simplist și n (X) = ir(X) = = n !(X) - și Atunci există un izomorfism h: Dovada Pentru a construi h, alegem un punct arbitrar x în spațiul X (conectat de cale, deoarece n (X) = ), și fie a: (Sn,s ) -> (X,x ) un sferoid În virtutea teoremei de aproximare simplială, putem presupune că sferoida a este simplială și deci induce un homomorfism în grupul de omologie simplială a*: Hn(Bn) -^Hp(X) Dar știm că Hn(Sn) = Z, unde GZ corespunde mapei de identitate a n-sferei Acum putem defini h punând h(a) a*(id) Corectitudinea acestei definiții este evidentă, iar dovada că maparea h este unu-la-unu și surjectivă este o sarcină de dificultate moderată pentru cititor Harta h și se numește izomorfismul Gurevici □ § Sarcini Demonstrați lema de divizare Demonstrați -lema lui Steenrod Demonstrați forma tare a -lemei solicitând ca diagrama să fie comutativă numai până la semn, adică q°f = ±f' o p etc Demonstrați lema ( x ) Demonstrați lema „de la scurt la lung” Fie /: (X, A) —> (Y, B) o mapare simplă și fie /|X și /|A echivalențe de homotopie Demonstrează asta NP(X, L) = NP(U, V) Dați un exemplu de două mapări simple care nu au suport aciclic Dați o justificare geometrică pentru absența acesteia în exemplul dvs Calculați omologia n-sfere folosind secvența Mayer-Vietoris Calculați omologia -torului T folosind invarianța homotopie a omologiei și secvența Mayer-Vietoris Curs Proprietăţi ale omologiei simpliale Calculați grupul de omologie unidimensional a unui buchet de două cercuri, presupunând că VS ) = (unde * reprezintă un produs liber) este cunoscut Dați un exemplu de homomorfism Gurevich în dimensiunea n care nu este injectiv Dați un exemplu de homomorfism Gurevich în dimensiunea n care nu este surjectiv Cursul Omologie singulară În această prelegere, ne vom ocupa de teoria omologiei singulare Aceasta este o construcție foarte generală (se ocupă de spații topologice arbitrare și mapări continue) și este construită la fel de simplu ca omologia simplă (Din acest motiv, multe cărți despre teoria omologiei încep cu o luare în considerare a omologiei singulare ) Principalul dezavantaj al acestei abordări este că în cadrul ei este aproape imposibil să se ia în considerare exemple semnificative de calcule bazate pe definiții de bază în cadrul ei; în plus, această abordare ascunde sensul geometric al omologiei Învățăm, totuși, că omologia singulară satisface un set de condiții (cunoscute sub numele de axiomele Steenrod-Eilenberg) care definesc în mod unic teoria omologiei Din teorema de unicitate corespunzătoare rezultă că aceleași grupuri de omologie și aceleași homomorfisme induse apar în teoria omologiei singulare ca și în alte teorii de omologie, în special cele simple și celulare, astfel încât rezultatele calculelor pot fi împrumutate din prelegerile anterioare și Probleme § Definiții și construcții de bază Fie X un spațiu topologic arbitrar și fie An = [ , , ,u] p-simplex standard, adică învelișul convex al mulțimii constând din originea și capete (notate cu , , i) vectori de bază în Rn Indicați fața simplexului A, opusă vârfului i, prin A(i) := [ , , i - , i + , u], i = , ,n Cursul Un n-simplex singular S este o hartă continuă arbitrară S: An —> X Mulțimea tuturor n-simplicelor singulare este notată cu Sn Fie G un inel comutativ cu identitate Prin un lanț n singular înțelegem orice combinație liniară formală finită de n-simplice singulare cu coeficienți din G: Cn(X) = {c= £ &A, Mulțimea SP(X) are structura naturală a unui modul G, unde suma lanțurilor c = gaSa și cz = este definită prin formula C + CZ := £(ga+&a)§a' iar înmulțirea cu constanta Λ GG cu formula Λc = Acum definim operatorul de frontieră dn: Cn(X) -> Cn r(X) pe fiecare S simplex prin setarea P ep(§) = Z(-i)W), k= unde S(k) := §|q(t) denotă restricția simplexului S la a k-a față a simplexului A (desigur, acesta este un singular (u - )-simplex); apoi extindem dn la întregul grup CP(X) prin liniaritate Făcând acest lucru pentru toate și , obținem o succesiune de grupuri abeliene (de fapt G-module) și homomorfisme CP(X) C^iCX) m C (X), care se numește complexul lanțurilor singulare ale spațiului X și se notează cu C = {(Cn, dn)} Lema (Poincare) Operatorul de frontieră al lanțurilor singulare satisface condiția dp-i °dp - pentru toate și , astfel încât complexul de lanțuri singulare este un complex de lanț Dovada Din liniaritate rezultă că este suficient să se demonstreze egalitatea d^O^S)) = pentru orice simplex S Egalitățile Z P X EP- Sh§)) = dp g S (-D* = S = o, ^/c= 'k,l § Definiții și construcții de bază întrucât orice singular (u - )-simplex S(k, I) (obținut de la u prin restricție la (u - )-față a simplexului Dn care nu conține vârfurile k și Z) apare în ultima sumă de două ori cu semne opuse □ Din spațiul topologic original X am obținut complexul de lanț {C(X) = (CP(X), dn)}, astfel încât acum putem defini a n-a grupă de omologie singulară a spațiului X ca a n-a grupă de omologie a acestui complex de lanț (cf Lectura , § ), adică puneți (pentru fiecare n ) Hn(X; G) := Hn(C(X)) = (Keran)/(Iman+ ) Să fie dată acum o mapare continuă a spațiilor topologice f:X-*Y Dorim să construim homomorfisme f* (induse de maparea /) ale grupurilor de omologie corespunzătoare Să începem la nivelul circuitului: An: Cn(X) - Cn(Y), (c) = f X := £ H(f o §); la la rețineți că compoziția f despre S este, desigur, un p-simplex singular Lema (despre morfismul lanțurilor) Hărțile în lanț induse de / fac naveta cu al n-lea operator de limită în sensul că du, n° f * n - f * (nV) ° ^ X, n- Dovada Dovada acestei leme este o verificare directă a definițiilor; îl vom scăpa □ Lema anterioară înseamnă că am construit un functor din categoria spațiilor topologice și mapările lor continue la categoria complexelor de lanț și morfismele lor (Cp) Acum este posibil să se definească nu numai grupurile de omologie singulare ale spațiilor topologice, ci și homomorfismele induse de mapările continue ale spațiilor în termenii omologiei complexelor de lanț (Lectura , § ) Funcţionalitatea corespondenţei obţinute Top^CQx înseamnă că °&)* = f*°S* și (idx)n* = ifidx)- Acum luați în considerare perechile de spații topologice (X, A) și hărțile lor Sub maparea (X, A) -> (Y, B) a unor astfel de perechi avem ponei Cursul putem avea o hartă continuă f de la X la Y astfel încât /(A) c B; în acest caz scriem f: (X, A) (Y, B) Orice pereche (X, A) de spații topologice definește complexul de lanț relativ singular corespunzător S(X,L) = {(SP(X)/SP(L),EP)} (aici, de dragul conciziei, notăm cu dn operatorul de frontieră pe C(X), care este bine definit pe seturi de SP(A)) Omologia acestui complex de lanț se numește grupele de omologie singulare relative ale perechii (X, A) Sa punem H^X, A - G) = φ Hn(X, AG) := φ NP(C(X, A)) n-O n= Grupul de omologie relativă Hn(X, ; G), care poate fi identificat cu cHn(X; G), este uneori numit grupul de omologie absolută a spațiului X Să fie dată o mapare a perechilor f: (X, A) —> (Y, B) Homomorfismele induse f*n corespunzătoare ale lanțurilor relative și ale grupurilor de omologie relativă (notate cu f*) sunt definite în mod similar cu homomorfismele induse „absolute” Ca mai sus, obținem un functor din categoria perechilor de spații topologice la categoria complexelor de lanț și, în consecință, la categoria grupurilor abeliene gradate În continuare, la fel ca pentru omologiile simple, construim o secvență omologică exactă a perechii, incluzând homomorfismele naturale g*: § Proprietăți de bază (axiomele Steenrod-Eilenberg) Prezentăm acum principalele proprietăți ale teoriei omologiei singulare Se pare că aceste proprietăți determină în mod unic functorul de omologie singular și, prin urmare, pot fi considerate axiome ale teoriei omologiei (sunt cunoscute sub denumirea de axiome Steenrod-Eilenberg) Dar mai întâi, să rezumam ceea ce sa făcut în paragraful anterior Fiecărui spațiu topologic, fiecărei perechi de spații topologice și mapărilor lor continue, i-am asociat, pentru fiecare întreg nenegativ u, grupuri abeliene (care se numesc grupuri de omologie) și homomorfismele acestora și fiecărei perechi de spații (X, A) un homomorfism g* din grupele de omologie a n-a pereche § Proprietăți de bază (axiomele Steenrod-Eilenberg) (X, A) la (u - ) grupa de omologie a spațiului A În notația introdusă mai sus, această corespondență se scrie ca X^Hn(X), n = , , , , (X, A) ~NP(X, A), n = , , , , (X,A)~g*:Hp(X,A)-+Hp (A), n = , , , /:X^Y~A:HP(X)^HP(Y), u = , , , /: (X, A) (Y, B) ~ D: Hn(X, A) -+ Hn(Y, B), n = , , Se notează sumele grupurilor abeliene rezultate peste n H*(X) := φ Hn(X) şi NDH, A) := φ Hn(X, A); n= n= aceste obiecte sunt numite grupuri de omologie gradată ale spațiului X și perechii (X, A) Teorema Relațiile descrise mai sus definesc un functor (covariant) (numit functor de omologie) din categoria spațiilor topologice până la categoria grupurilor abeliene gradate; covarianța functorului înseamnă (f °&* = f*°S* și - idHn(x) Acest functor are următoarele proprietăți (I) Dimensiune: H (pt) = G, unde pt este un singur punct și G este un grup abelian și Hn(pt) = pentru u > (II) Comutație: pătrat Np(X,A) ~NP(U, V) d* d+ NP- (A) > H„ (B) comutativ (III) Invarianța homotopiei: dacă două mapări f, g: (X, A)(Y, B) sunt homotopice, atunci f* = g*, adică homomorfismele induse coincid în toate dimensiunile și, prin urmare, spațiile echivalente homotopic au aceeași omologie Cursul (IV) Precizie: pentru orice pereche de spații (X, A) secvența \npVO± Hn(X, A) Hn g( A) Hn ^X) ± Np g(X, A) H (X) H (X, A) exacte (V) Tăiere: fie U c X o submulțime deschisă a cărei închidere se află în interiorul lui A, unde A c X, apoi înglobarea (X \ , A \ ) PG ) induce un izomorfism al grupelor de omologie Hn (X \ U, A \ ІT) —> Hn(X, A) în toate dimensiunile lui n Dovada Proprietatea (I) este evidentă Proprietatea (I) este derivată direct din definiții Să demonstrăm proprietatea (III) pentru cazul special A = B = (cazul general este destul de asemănător) Fie /, g: X -* Y mapări homotopice Construim o homotopie în lanț Dk = Ck(X) - St(Y); de aici, după lema de homotopie în lanț, va rezulta că Fie H: X x P -> Y o homotopie între f și g Pentru a construi Dk, considerăm singularul simplex st: Dk -> X și produsul cartezian Dk x H =: T Mulțimea T are o triangulație canonică formată din (k + )-simplici cu vârfuri la Dk x { } și Dk x { } Pentru k = și k = , aceste simplexe sunt prezentate în Fig Orez Triangulațiile unui simplex x I Pentru k arbitrar, notăm cu , , k vârfurile simplexelor A\ și cu O , , k și O , , k vârfurile simplexelor Dk x { } și respectiv Dk x { } Atunci un (k + )-simplex tipic în T are forma [ , j , j , k ]; de observat că numărul j al ultimului § Teoreme de unicitate vârful din Ak x { } coincide cu numărul primului vârf din M x { } Să considerăm acum homotopia S: Afc x I -> Y, S(x, t) :=t) și să definim Dk pe singularul simplex cm setând Dk(a) := f (-iyS( )+ ), j= unde ^+ este o mapare liniară a simplexului standard Ak+ = [ ,l, ,k + l], luând j și (j + ) la m(;) și, respectiv, t(j) Astfel, partea dreaptă a formulei pentru Dfc(cr) denotă un lanț din Ck+ (Y) După ce am construit Dk pe k-simplice singulare arbitrare din X, îl extindem prin liniaritate la lanțuri din Q(X) Faptul că o homotopie în lanț a fost într-adevăr construită, adică că dk+I^k „I” Dk+i dk g* ~ f*, verificată prin calcule lungi, dar simple În cele din urmă, izomorfismul dintre grupurile de omologie corespunzătoare ale spațiilor echivalente homotopic rezultă din ceea ce tocmai a fost demonstrat, ținând cont de funcționalitatea construcției noastre Pentru a demonstra exactitatea (IV), luați în considerare o scurtă secvență de complexe de lanț - C(A) C(X) C(X, A) , unde i* este homomorfismul de încorporare și p* este homomorfismul obținut prin anihilarea (adică dotarea cu zero coeficienți) a tuturor simplexelor singulare complet conținute în A Este clar că această succesiune este exactă Prin lema „de la scurt la lung” obținem secvența omologică lungă dorită Dovada proprietății (V) (decupare) este mai degrabă tehnică (folosește mai multe subdiviziuni baricentrice ale simplexelor standard și construcția unei homotopii în lanț); vezi cartea lui V V Prasolov [ ], secțiunea , p - Această dovadă este omisă aici □ § Teoreme de unicitate Există multe teorii ale (co)omologiilor bazate pe abordări destul de diferite Pe lângă omologia celulară, simplă și singulară, există omologii Vietoris (pentru metric pro Cursul spații), omologie Cech (pentru spații topologice), omologie Dowker (pentru relații arbitrare), coomologie de Rham (pentru varietăți netede), etc Pentru a răspunde la întrebarea firească dacă aceste abordări diferite conduc la aceleași grupuri și homomorfisme, s-ar dori să existe o caracterizare axiomatică a functorilor omologici O astfel de caracterizare a fost obținută de N Steenrod și S Eilenberg în anii și constă din cinci axiome Aceste axiome coincid cu cele cinci proprietăți ale teoriei omologiei singulare din teorema demonstrată în secțiunea anterioară și sunt cunoscute sub denumirea de axiome Steenrod-Eilenberg Ele pot fi folosite pentru a formula și demonstra diverse teoreme de unicitate, cum ar fi următoarele • În categoria spațiilor CW, un functor care satisface axiomele (I)-(V) este unic în sensul că duce întotdeauna la aceleași grupuri H*(X, A) și aceleași homomorfisme induse f* ca și functorul de omologie singulară • În categoria spațiilor simpliale și mapărilor, un functor care satisface axiomele (I)-(V) este unic în sensul că duce întotdeauna la aceleași grupuri H*(X, A) și aceleași homomorfisme induse f* ca și omologie simplă de functor Nu vom demonstra aceste teoreme de unicitate, dar vom explica pe scurt ideea de a demonstra a doua dintre ele pentru spații simpliale finite (adică spații simpliale formate dintr-un număr finit de simplexe) Conform axiomei dimensiunii, putem scrie Hn(pt) = G Deoarece n-simplexul poate fi contractat la un punct, invarianța homotopiei implică că omologiile sale sunt aceleași cu cele ale unui punct Folosind inducția și secvența Mayer-Vietoris (care va apărea în secțiunea următoare), este ușor de găsit omologia sferei n Pornind de la un spațiu finit simplist X, lipim simplecele sale de dimensiuni diferite unul câte unul și găsim omologia acestuia prin inducție folosind secvența Mayer-Vietoris O dovadă detaliată a teoremei unicității, care este aproape în formulare, poate fi găsită în cartea lui N Steenrod și S Eilenberg [ ], p - Observația Rezultă direct din teorema de unicitate de mai sus că omologia simplială este invariantă homotopic în sensul topologic, adică mapările continue homotopice între ele induc aceleași § Secvența Mayer-Vietoris omologie homomorfism (Reamintim că în prelegerea anterioară am demonstrat o formă mai slabă de invarianță homotopică pentru omologia simplială; și anume, am stabilit invarianța doar pentru mapările PL-homotopice ) Acum putem afirma, în special, că grupurile de omologie simplială nu depind de triangulație a unui spațiu simplial dat și spațiile simpliciale homeomorfe au aceeași omologie Observația Prima dintre axiomele Steenrod-Eilenberg (care spune că omologia n-dimensională a unui punct dispare pentru u > și pare destul de trivială) este de fapt foarte semnificativă: înlocuirea acesteia cu diverse alte afirmații duce la teorii de omologie extraordinare atât de importante precum Teoria K și teoria (co)bordismelor (aceste teorii depășesc domeniul de aplicare al cursului nostru) § secvența Mayer-Vietoris în omologie singulară În teoria omologiei singulare există și o secvență Mayer-Vietoris, dar definirea ei necesită mai multă grijă (vezi problema ) și folosește condiția tehnică pe submulțimile Xj, X cu X, %i U X = X Spunem că astfel de o pereche satisface condiția excizie dacă maparea naturală a lanțului grupului de lanțuri C^X^+C^X^ (formată din sumele lanțurilor din Xr și X ) în C*(Xr UX ) induce un izomorfism în omologie Teorema (Mayer-Vietoris) Fie Xr și X submulțimi ale unui spațiu topologic X care împreună acoperă X și satisfac condiția de tăiere pentru perechi Atunci următoarea secvență este exactă: Np(xr PX ) \NMFNP(X ) ± Npvo Dovada Demonstrarea se realizează în mod similar cu cazul simplicial (se bazează pe lema „de la scurt la lung”), singura diferență fiind că al treilea termen al secvenței scurte exacte este egal cu SDXi) + C*(X ) și nu C(Xr UX ) □ § Sarcini Demonstrați lema privind morfismele în lanț Dați un contraexemplu pentru următoarea afirmație a proprietății cut: fie U cu X o submulțime deschisă în A, Cursul unde A cu X; atunci încorporarea (X\U,A\U)^>(X, A) induce un izomorfism al grupelor de omologie Hn(X \ U, A \ U) -* Hn(X, A) în toate dimensiunile lui n Arătați că secvența Mayer-Vietoris nu există în omologie singulară dacă doriți doar ca condiția Y = X X să fie îndeplinită Demonstrați că grupul Hk(Sn; Z) este zero pentru k , unde CA desemnează conul peste A Fie X un spațiu CW conectat și A subspațiul său CW Demonstrați că Hk(X, A)=Hk(X/A) * Fie LsIG să fie închis și să nu coincidă cu Rn; Apoi Hfc+,(Rn+'\A) = Hfc(Rn\Â); aici R" este încorporat în Rn+ într-un mod natural * Demonstrați următoarea teoremă (cunoscută ca dualitate Alexander): dacă A și B sunt complexe simplele finite homeomorfe în Rn, atunci Hk(Rn \A) = Hfc(Rn \B) * Demonstrați teorema Jordan-Brauer: dacă A cu U £ n este homeomorf unei sfere (u - ), atunci Rn \ A constă din două componente conexe Arătați că axioma de excizie nu este valabilă pentru grupurile de homotopie Cursul Aplicații ale omologiei În această prelegere vom lua în considerare câteva aplicații clasice ale teoriilor omologiei, în principal la spațiile simpliste, în special la netezirea varietăților Oferim mai întâi o interpretare geometrică a grupurilor de omologie în dimensiunea cea mai mică (adică zero) și respectiv cea mai mare (adică n, în cazul varietăților n-dimensionale), în termeni de conectivitate (liniară) și orientabilitate Vom învăța să descompunem grupurile întregi de omologie ale spațiilor finite simple X într-o sumă directă a b GN instanțe ale grupului Z (aici b este așa-numitul număr Betti) și un grup abelian finit (care se numește grupul de torsiune al spațiul X) Apoi introducem caracteristica Euler și aflăm că de fapt acesta este un parametru omologic important al spațiilor arbitrare, inclusiv cele care nu permit triangularea În cele din urmă, demonstrăm teorema punctului fix Lefschetz, una dintre cele mai importante și mai puternice aplicații ale teoriei omologiei În această prelegere, ne va fi convenabil să trecem de la omologiile singulare la omologiile simple și invers, în funcție de context Prin teorema unicității, rezultatele rămân valabile în oricare dintre aceste teorii (și într-adevăr în alte teorii de omologie) § Conectivitate Teoria omologiei oferă un criteriu simplu pentru liniaritate conectivitatea unui spațiu topologic arbitrar și ne permite să găsim numărul componentelor sale conectate la cale Teorema Un spațiu topologic X este conectat pe cale dacă și numai dacă grupul de omologie zero H (X; Z) este izomorf cu grupul Z Cursul Dovada Pentru a demonstra necesitatea, notăm un punct p în X Atunci orice alt punct q poate fi legat de p printr-o cale care poate fi considerată ca un simplex singular A ; în acest caz calea • A are granița q - p, astfel încât toate punctele (considerate ca -căi) sunt omoloage punctului p și, prin urmare, p generează Ho(X) = Z Lăsăm demonstrația de suficiență pentru cititor □ Consecinţă Numărul de componente conectate pe cale ale unui spațiu topologic arbitrar X este egal cu dimensiunea spațiului liniar H (X; R) Dovada Similar cu demonstrarea teoremei □ § Orientabilitate Fie Mn o varietate n-dimensională conexă triangulată, adică un spațiu simplicial conex, fiecare punct al căruia are o vecinătate homeomorfă cu spațiul Rn Considerăm că orice varietate netedă poate fi triangulată, la fel ca orice varietate topologică de dimensiunea doi sau trei (cel din urmă fapt este de fapt o teoremă foarte dificilă demonstrată de Edwin Moise în anii ) Spunem că Mn este orientat dacă este dată o orientare consecventă a n-simplicelor sale, adică toate n-simplele sale sunt orientate în așa fel încât pe fiecare (u - )-simplex două n-simplice adiacente induc orientări opuse Dacă există o astfel de orientare, se spune că varietatea este orientabilă Este ușor de observat că, dacă Mn este conectat și orientabil, atunci se poate alege o orientare pe el doar în două moduri Cel mai simplu exemplu de varietate neorientabilă este planul proiectiv RP , în timp ce n-sfera gn este, desigur, orientabilă Teorema O varietate N-dimensională triangulată conexă Mn este orientabilă dacă și numai dacă grupa sa de omologie a n-a Hn(Mn; Z) este izomorfă cu grupul Z Dovada Pentru a demonstra afirmația „atunci”, luăm în considerare o orientare consistentă a tuturor n-simplicelor din Mn și luăm un lanț c e Cn(Mn; Z) în care toate au un coeficient de + Este cu siguranță un ciclu, la fel ca orice lanț obținut prin înlocuirea plusilor cu un întreg fix z G Z Nu există alte cicluri Într-adevăr, să nu fie toți coeficienții la fel în lanț Deoarece Mn este conectat, se pot găsi două n-simplice adiacente cu diferite § Numerele Betti și subgrupul de torsiune coeficienții mi; dar în acest caz limita ciclului este diferită de zero pe fața lor comună Este clar că ciclul σ generează grupul Hn (Mn; Z) = Z Demonstrați singur afirmația „numai atunci” □ Fie M o varietate n-dimensională netedă orientabilă Alegerea unui generator din grupul Hn(M) = Z determină una dintre cele două orientări posibile pe M; acest generator se numește clasa fundamentală a varietatii M Dacă M nN sunt orientabile și /: M —> N este o carte, atunci imaginea clasei fundamentale G Hn(M) sub maparea f* are forma d • φ, unde φ G Hn (N) este clasa fundamentală a varietății N și d este un număr întreg; acest număr se numește gradul f și se notează cu deg(/) Se poate dovedi că pentru M = N = $n această definiție este în acord cu definiția geometrică a gradului pentru mapările „îngrijite” dată în Lecția § Numerele Betti și subgrupul de torsiune În continuare, avem nevoie de un fapt algebric clasic despre grupurile abeliene, pe care îl formulăm aici fără dovezi fapt algebric Orice grup abelian G generat finit poate fi reprezentat ca zb\ unde b GN este un număr întreg nenegativ, care se numește rangul grupului G, grupurile Z^ sunt instanțe ale grupului Z și T este un grup abelian finit, care se numește torsiunea grupului G Următoarea teoremă decurge direct din acest fapt algebric Teorema Fie X un spațiu finit simplist Apoi grupul său de omologie întreg k-dimensional poate fi reprezentat după cum urmează: zb\ Hfc(X;Z) = ®Z(l) ѲТ, ѵi=i unde b GN este un întreg nenegativ, așa-numitul k-lea număr Betti al spațiului X, grupurile Z^ sunt instanțe ale grupului Z și T este un grup abelian finit, care se numește k-lea grup de torsiune al spatiul X Cursul Dovada Grupul de lanț Q(X;Z) este generat finit (prin k-simplice din X) și, prin urmare, acest lucru este adevărat pentru ciclul și subgrupurile sale de limită în dimensiunea k Prin urmare, grupul Hk(X;Z) este generat finit ( și abelian), deci afirmația noastră rezultă din faptul algebric de mai sus □ § caracteristica lui Euler Caracteristica lui Euler a unui spațiu simplial finit n-dimensional este suma alternativă a numerelor la simplexele sale din fiecare dimensiune i, i e /(X) а -аі+а - + (- ) pap Acest invariant întreg este cel mai vechi în topologie; de fapt, a fost introdus și calculat de Descartes (și doar un secol mai târziu de Euler) pentru cazul poliedrelor convexe Aparent, Riemann a fost primul care a generalizat-o la alte spații simpliste, în special la varietăți bidimensionale (suprafețe Riemann) Cititorul știe (Lectura ) că /(M) clasifică -variete orientabile M Luați în considerare succesiunea -> Zk(X; F) -U Ck( X; F) A Bk ^X; F) - , unde F este un câmp, iar Sk, Zk, Bk r sunt grupuri (de fapt, spații liniare peste F!) de lanțuri, cicluri și, respectiv, limite; deoarece această secvență este exactă, avem dimZfc + dimBfc = dimQ Pe de altă parte, este evident că dimQ = afc Prin urmare, /PO = ZX-l/dimCj = £(-l)fcdimZfc + £(-l)kdimBjt = = ^(-D^dimZfc-dimBfc-j) = £(- )* dimHfc(X; F) deoarece dimHfc(X; F) = dimZfc/Bfc Astfel, am exprimat caracteristica lui Euler a unui spațiu în ceea ce privește dimensiunile grupurilor sale de omologie: Z(X) = £(-l)'dimHk(X;F) Cazul omologiei întregului este similar și este oferit ca exercițiu § Teorema punctului fix Lefschetz Consecinţă Caracteristica Euler este invariantă în homotopie (și, prin urmare, din punct de vedere topologic) În special, nu depinde de triangulația spațiului dat Acum putem defini caracteristica lui Euler a unui spațiu topologic arbitrar X cu grupuri de omologie H*(X;H) generate finit peste câmpul R - de exemplu, pentru orice n-varietate compactă netedă - ca sumă alternativă a numerelor sale Betti ( vezi mai sus pentru formula off) , obținând astfel un invariant întreg simplu, dar foarte esențial al acestui spațiu § Teorema punctului fix Lefschetz Fie X un spațiu simplicial finit și f: X -> X o mapare simplială Apoi cartografierea indusă D:Hk(X; R) -^Hfc(X; R) este un operator liniar pe un spațiu vectorial cu dimensiuni finite peste câmpul R și putem considera urma sa tr(A*) Acum definim numărul Lefschetz prin setare A(/) := Z(~l)fctr(A*) ( ) Numărul Lefschetz este o generalizare a caracteristicii lui Euler Și anume, caracteristica Euler este egală cu numărul Lefschetz al mapării identice: A(idx) = /(X) Această definiție a numărului Lefschetz folosește homomorfismul indus fk* în omologie, dar se poate considera și homomorfismul fk: Ck(X; R) -> Ck(X; R) la nivelul lanțului; fk este un operator liniar pe spațiul Cfc(X;R), care este generat ca spațiu vectorial A ? , ANfc adică (dacă / este o mapare simplă): fij este ± dacă Af este mapat pe A; cu păstrarea (modificarea) orientării, iar Δ este egal cu dacă Δ nu este mapat pe A; Mai mult, pentru o mapare simplă /: X -* X în definiția ( ) se poate înlocui D cu fk, dar în mod surprinzător rezultatul este același, așa cum arată următoarea lemă Cursul Lema (Hopf) Fie X un spațiu finit simplist și fk: Cfc(X; R) Q(X; R) o hartă de lanț; Apoi £(- )Chg(L) = £(- )Chg(A) ( ) Dovada Se consideră complexul de lanț {Q(X; R), qk}; punem Zk Kegdd și Bk :=ІтЭ^+ Pentru un subspațiu adecvat Ck al unui spațiu vectorial Sk, se poate scrie Sk = Zk® Sk Operatorul fk mapează Zk în sine și obținem un operator liniar fk •* Q C k) pentru care trA = tr(A|zp+trÂ ( ) Pentru un subspațiu adecvat Zk al unui spațiu vectorial Zk se poate scrie Zk=Bk®Zk Atunci, evident, Zk = Hk(X; W), iar fk induce un operator pe Hk(X; R) care este același cu /* Prin urmare, tr (fk \zk) = tr(fk IV*) + tr В • ( ) Deoarece dk: Q—► Bkl este operatorul de frontieră al complexului de lanțuri, există un izomorfism Sk -♦Bfc și de fapt fk coincide cu Ă-i Combinând această aserțiune cu egalitățile ( ) și ( ), obținem că tr(/fc) = tr(A|Bt)+tr(/,) +tr(/k |Bk ) Însumând aceste egalități peste k cu semne alternative, obținem formula ( ), deoarece prima și a treia sumă din partea dreaptă se anulează reciproc □ Teorema (Lefschetz) Maparea continuă f\X^X a unui spațiu finit simplist în sine cu un număr Lefschetz diferit de zero A(/) y- are un punct fix Dovada Să presupunem că maparea f nu are puncte fixe Prin compactitate, există un infim pozitiv pentru distanțele dintre puncte și imaginile acestora Prin urmare, dacă realizăm subdiviziunea baricentrică a spațiului X de destule ori (notând spațiul simplicial rezultat cu Xx) și considerăm aproximarea simplială (/?: X' Xf a hărții /, atunci putem presupune că D' P (D') = pentru orice simplex A' GX' Dar atunci diagonala matricei operatorului liniar Q(X; R) este formată din zerouri, astfel încât tr (c/>fc) = pentru toți k Acum teorema decurge din lema lui Hopf Consecinţă Orice mapare continuă a unui spațiu simplic finit aciclic are un punct fix § Câmpuri vectoriale pe sfere Rețineți că teorema punctului fix a lui Brouwer este un caz special simplu al acestui corolar § Câmpuri vectoriale pe sfere În cursul , sa demonstrat că nu există câmpuri vectoriale continue pe sfera bidimensională S fără puncte singulare Această teoremă este generalizată după cum urmează Teorema Pe sfera pară § /c, k , nu există câmpuri vectoriale continue Dovada Să presupunem că există un astfel de câmp p(x) pe s /c Se consideră sfera standard § /c în R fc+ și se definește o mapare f: S /c -> S k atribuind fiecărui punct x G § /c punctul de intersecție al sferei S k și raza de la origine care trece prin capătul vectorului p(x) (vezi fig ) Orez Construcția afișajului / Maparea f este cu siguranță continuă, nu are puncte fixe, este homotopic la identitate și, prin urmare, deg(/) = Cu toate acestea, prin definiția numărului Lefschetz A(/) = + (—l)ndeg(/) pentru orice mapare f: prin urmare, în cazul nostru (u = /c) obţinem A(/) = Dar aceasta contrazice teorema Lefschetz □ Câmpurile vectoriale continue nesingurate există pe toate sferele cu dimensiuni impare Cursul § Sarcini Demonstrați că un spațiu topologic cu o grupare de omologie zero-dimensională izomorfă cu grupul Z este legat de cale Demonstrați că o varietate n triangulată conexă cu a n-a grupare de omologie izomorfă cu grupul Z este orientabilă Demonstrați că rangul modulului Z Hfc(X;Z) este egal cu dimensiunea spațiului vectorial Hfc(X;R) Demonstrați că gradul de mapări ale sferei, definit geometric în Lectura pentru spații „îngrijite”, coincide cu gradul definit în termeni de omologie în această prelegere Calculați caracteristica lui Euler a sferei p Folosind secvența Mayer-Vietoris, demonstrează asta X (X) \u d% (Xi) + X (X ) - X (Xi A X ), unde X și X sunt subspații simpliale într-un spațiu simplicial X Demonstrați și această egalitate prin „numărarea simplecilor” Calculați /(SRP) Calculați /(RPn) Demonstrați că / (X x Y) = j (X) • / (Y) pentru orice complexe simpliale finite XY După ce sunteți familiarizat cu dualitatea Poincaré, demonstrați că /(M) = pentru orice varietate compactă de dimensiuni impare M fără graniță Demonstrați că caracteristica Euler a complementului la un nod (sau o legătură) în S este egală cu zero Demonstrați că orice mapare continuă a planului proiectiv RPn în sine are un punct fix dacă n este par Există mapări continue ale planului proiectiv RPn în sine fără puncte fixe dacă n este impar? Găsiți un câmp vectorial continuu pe S fără puncte singulare Construiți pe § /c+ pentru k > un câmp vectorial continuu fără puncte singulare Cursul Coomologie Grupările de coomologie sunt duale cu grupurile de omologie în același sens în care covectorii sunt duali cu vectorii: sunt funcționali liniari pe grupurile de omologie La prima vedere, nu are rost să construim o teorie duală care să fie într-un fel echivalentă cu cea originală (în special, menține axiomele duale față de axiomele Steenrod-Eilenberg) Se dovedește însă că în teoria coomologiei există o operație de multiplicare (produsul Kolmogorov-Alexander) cu proprietăți mult mai bune decât operația corespunzătoare (produsul Whitney ^) pentru omologie Mai mult, coomologia este un context natural pentru alte operații (de exemplu, pătratele Steenrod) și pentru construcții precum izomorfismul Poincaré Mai mult, ele coincid cu coomologia pur analitică de Rham, care este definită pe varietăți netede în termeni de forme diferențiale § Definitii si constructii Din motive de simplitate, vom construi o teorie de coomologie pentru cazul complexelor simpliale finite, deși în cazul general al spațiilor topologice arbitrare construcția sa este similară și necesită doar câteva modificări (Atenție: unele modificări necesită atenție, cum ar fi problema dualizării sumelor infinite de grupuri abeliene ) Veți vedea în continuare că, în practică, dualizarea teoriei omologiei este formal destul de simplă și constă în ridicarea indicilor și inversarea săgeților Fie X un spațiu simplist și G un grup abelian Grupul de lanțuri simple va fi notat cu Q(X) = Ck(X; Z) Homomorfismul ck: Ck(X) -> G se numește colanț k-dimensional cu valori în G Este clar că colanțurile formează un grup (cu Cursul urmat" din G); denumire: Sk(X; G) Această definiție poate fi exprimată prin formula scurtă Cfc(X; G) :=Hom(Cfc(X), G) Fie sk G Sk(X; G) și ck G Sk(X) Notăm valoarea homomorfismului ck pe lanțul ck cu {ck, ck) și definim operatorul de cofrontieră după cum urmează: : Cfc(X; G) -* Cfc+ (X; G), { sk, cm) = {sk, dcm) (Aici am omis indicele k în notația pentru și q, deoarece este clar din context ) Pentru a calcula valoarea unui k-cochain, este suficient (în virtutea liniarității) să cunoaștem valoarea sa pe k-simplex [p , •••, J Această valoare este exprimată prin formula k-b c([u ,pfc]) = £ (-I)'(A [U)> ■■■> »I- > U+ , i= O dovadă ușoară a acestei formule este lăsată cititorului Din lema Poincaré d o d = rezultă că o = , astfel încât se pot defini grupurile de coomologie Hk(X; G) := Zk(X; (&)/Bk(X; G), H°(X; G) := Z°(X; G), unde Zk și Bk sunt nucleul și, respectiv, imaginea operatorilor de cofrontieră corespunzători în Sk; elementele din Zk se numesc cocicluri, iar elementele din Bk se numesc cofrontiere Am definit grupuri de coomologie la nivel de lanțuri și colanțuri Totuși, în cazul câmpurilor (atunci grupurile de omologie sunt spații liniare de dimensiuni finite), s-ar putea defini direct ca spații duale spațiilor de omologie Acest fapt este exprimat în următoarele afirmații; omitem dovezile lor simple Teoremă (dualitate) Dacă G este un grup de câmp aditiv, atunci Hk(X; ^ este spațiul dual pentru Hk(X\ G) Consecinţă Dacă G este un grup de câmp aditiv și spațiul Hk(X; G) este de dimensiuni finite, atunci Hk(X; G) = Hk(X; G) Acest corolar ridică următoarea întrebare: la ce folosesc grupurile de omologie dacă ele (până la izomorfism) coincid cu grupurile de omologie? Răspunsul la această întrebare a fost dat la începutul acestei prelegeri — este o chestiune de operație de înmulțire (vezi § ) Etapele rămase ale construcției teoriei, și anume definirea și/sau construcția unor astfel de obiecte precum colanțuri relative, § Proprietăți (axiomele Steenrod-Eilenberg pentru coomologie) grupuri de coomologie, augmentare, coomologie redusă, homomorfisme induse în teoria coomologiei spațiilor și perechilor de spații și construcția unui homomorfism *: Hk(A; G) -> Hk+ (X, A; G) sunt analoge (mai precis, duale) definițiilor și/sau construcțiilor corespunzătoare din teoria omologiei și sunt lăsate ca exercițiu cititorului § Proprietăți (axiomele Steenrod-Eilenberg pentru coomologie) Să enumerăm acum principalele proprietăți ale teoriei coomologiei construite mai sus pentru cazul spațiilor simpliale finite (pot fi considerate ca axiomele Steenrod-Eilenberg pentru coomologie) Dar mai întâi, să rezumam ceea ce s-a făcut în paragraful anterior Fiecărui spațiu finit simplist, fiecărei perechi de astfel de spații și mapărilor lor simple, asociem, pentru fiecare număr întreg nenegativ n, grupuri abeliene (numite grupuri de coomologie) și homomorfisme de grup și fiecărei perechi de spații (X, A) un homomorfism S* din al n-lea grup de coomologie al spațiului A în (n + ) al-lea grup de coomologie al perechii (X, A) În notația introdusă mai sus, această corespondență are forma X^HP(X), n = , , , , (X, A) Hn(X, A), u = , , , , (X, A) ~ *: Hn~\A) -> Hn(X, A), n = , , , f:X^Y^ff:Hn(Y)^Hn(X) , n = , , , f: (X, A) SU, B) ~ G: Hn(Y, B} -> Hn(X, A), n = , , Se notează sumele grupurilor abeliene rezultate peste n H*(X) := φ Hp(X) și H*(X, A) := φ Hp(X, A); n= n= aceste obiecte sunt numite grupuri de coomologie gradate ale spațiului X și perechii (X, A) Teorema Corespondențele descrise mai sus definesc un functor contravariant (care se numește functor cohomolo) Cursul gii) de la categoria spațiilor finite simpliale la categoria grupelor abeliene gradate Contravarianţa unui functor înseamnă că (fogy=g*of* și (idxr=idH X) Acest functor are următoarele proprietăți (I) Dimensiune: H (pt) = G, unde pt este un punct și G este un grup abelian și Hn(pt) pentru n > (II) Comutativitate: pentru orice mapare simplă f: (X, A) -* (Y, B) pătrat Np(V) -> NP(L) * * Hn+ (Y, B) > Hn+ (X, A) comutativ (III) Invarianța homotopiei: dacă mapări f,g:(X,A)-+(Y,B) sunt homotopice, atunci f* = g* (homomorfismele induse sunt aceleași în toate dimensiunile), astfel încât spațiile echivalente homotopic au aceeași coomologie (IV) Precizie: pentru orice pereche de spații (X, A) secvența Np(X,A) NP (A) XX Hn~Chx, A) X D H°(X) £-H°(X, A) este exactă (V) Cut: fie U c X o submulțime deschisă a cărei închidere se află în interiorul submulțimii A c X, apoi încorporarea (X\U,A\U) (X, A) induce un izomorfism a grupurilor de coomologie Hn(X,A) -*Hn(X\U,A\U) pentru orice p Dovada Demonstrațiile tuturor celor cinci aserțiuni ale acestei teoreme urmează prin dualitate din dovezile corespunzătoare pentru omologie (vezi § ) De exemplu, pentru a demonstra afirmația (IV) (precizia), trebuie să dualizezi secvența scurtă exactă § Teoria omologiei ordonate valoarea lanțului C(A) C(X) C(X, A) -+ , obținându-se secvența duală a colanțurilor - C(A) C(X) £C(X, A) , care este de asemenea exact: aceasta rezultă din lema de divizare aplicată secvenței de lanțuri Secvența exactă (lungă) pentru coomologie este acum obținută prin aplicarea lemei „scurt spre lung” □ Cometariu Am formulat axiomele Steenrod-Eilenberg în contextul spațiilor simpliale finite; ele sunt adevărate și într-un context topologic și sunt valabile teoreme similare cu teoremele de unicitate din teoria omologiei § Teoria omologiei ordonate În această secțiune, construim o modificare a teoriei (co)omologiei simpliale după cum urmează Fie X un spațiu finit simplist și grupul de coeficienți G un inel comutativ-asociativ cu identitate (de exemplu, inelul Z) Reamintim că am definit complexul de lanț {(SP(X),EP)} folosind simplexuri orientate (care formează baza fiecărui G-modul Cn) Să considerăm acum simplexele ordonate (p , •••> Vn), unde ordinea vârfurilor q este fixă, dar q nu este neapărat distinct pe perechi Să definim un complex de lanț ordonat {(Cn(X; G), dn)} luând combinații liniare (cu coeficienți din G) de simplexuri ordonate ca elemente ale lui Cn(X) și folosind același operator de limită g ca în cazul obișnuit teorie (vezi § ) În caz contrar, teoria (co)omologiei ordonate este construită în mod similar cu teoria obișnuită a (co)omologiei simpliste Rețineți, totuși, că complexul de lanț într-o teorie ordonată este „stânga-infinit” (deoarece repetarea vârfurilor obligă să se ia în considerare simplexuri de „dimensiune”) arbitrar, dar acest complex de lanț nu are omologii netriviale în dimensiuni mai mare decât dimensiunea spațiului X Mai mult, următoarea teoremă este adevărată Teorema Omologia complecșilor {(SDH; G), g*)} și {(C (X; G), g*)} este izomorfă canonic Omitem demonstrarea simplă a acestei teoreme Cursul § Înmulțirea coomologiei (^-produs) Ca mai sus, fie X un spațiu finit simplist și grupul de coeficienți G un inel comutativ-asociativ cu identitate Produsul Kolmogorov-Alexander (^-produsul') a două colanțuri cp G CP(X; G), cq G Cq(X; G) este definit ca colanțul cp vcqG Cp+q (X; G) dat de formula {сР^СЧ, (Ц), Vp+q)} = {сР, (Во, ЦрЖс , (ѵр, Vp+q)) O astfel de înmulțire este evident biliniară și asociativă Unitatea sa este un colanț care ia valoarea (unde denotă identitatea inelului G) la toate vârfurile spațiului X Această înmulțire poate fi transferată la clasele de coomologie datorită următoarei leme frumoase (și ușor de verificat) Lema (regula lui Leibniz) egalitate corectă (cp^cq) = ( cp)ocq + (-l)pcp^ (cq) Dovada acestei leme, precum și verificarea posibilității definirii corecte a produsului ^ la nivel de coomologie cu ajutorul ei, constituie un exercițiu ușor De asemenea, este ușor să demonstrezi asta /*("-/?) =/*(")-/*(/?)• Teorema Produsul Kolmogorov-Alexander înzestrează grupul gradat H*(X; G) cu structura unei G-algebre gradate; este anticomutativă în sensul că a^p = (-l)pq(p^a) § Coomologie De Rham În această secțiune amintim definiția coomologiei de Rham (de obicei oferită în cursurile avansate de geometrie diferențială sau analiză pe varietăți netede) și formulăm fără dovezi celebra teoremă de Rham că aceste coomologie (care sunt definite în termeni analitici puri) sunt izomorfe ( pentru varietăți compacte netede) coomologie singulară (și simplă) Fie Mn o varietate închisă n-dimensională compactă netedă (= fără graniță), iar L cMn să fie spațiul (liniar peste R) al formelor diferențiale pe Mn În coordonate locale, diferenţialul § Coomologie De Rham forma a>k e L kMn are forma φk= Z %, ,ikdxi^ -^dxik- Reamintim că pentru oricare două forme diferențiale a > e ApMn și a > ∈ A qMn produsul lor exterior este definit a > r A a > ; este anticomutativă în sensul că co /\co = (- )pd(co Aco ), și dotează spațiul vectorial gradat A*Mn cu structura unei R-algebre gradate Orice mapare lină f:Mn-+ -> Nm induce o mapare liniară /*: AkNm ^LkMn Instrumentul principal în construcția coomologiei de Rham este diferenţialul d: LkMp -»L,c+ Mp Având în vedere sock-ul fc-form în coordonate locale, se poate determina diferența sa folosind formula d(y>(x)dxi|A Adx,k) := £ dxm Adxfi A AdxIk, i~ rn folosind liniaritatea Este ușor de verificat că d o d = Numim o k-formă a>k închisă dacă da>k = și exact dacă există o (k + )-forma Xk+ pentru care dA = ω Din egalitatea d o d = rezultă că orice formă exactă este închisă Spațiul coeficient al spațiului de k-forme închise în raport cu formele k exacte se numește prin definiție grupul de coomologie de Rham HkR(Mn) de dimensiunea k Operația de înmulțire externă poate fi transferată de la nivelul formelor la nivelul coomologiei, deoarece regula Leibniz este valabilă și acolo: pentru orice formă k ω-t și orice formă Z a > , egalitatea d(cL> Aa> ) = da> Aco + (—l)kAda> Fiecare dintre grupuri este un spațiu liniar peste R, suma lor directă H^R(MP) cu operația de înmulțire externă este o R-algebră gradată Teorema (de Ram) Pentru o varietate închisă compactă netedă Mn, grupul său de coomologie de Rham H*R(Mn), ca algebră gradată, este izomorfă cu algebra de coomologie gradată singulară (sau simplială) H*(Mn; R) Cursul Nu cunosc o dovadă simplă a acestei frumoase teoreme (vezi cartea lui VV Prasolov [ ], pp - ) § Sarcini Demonstrează în detaliu că k+ c([p ,nj) = £ C - )'(cfc, [v , ■■■> ^-i, ^+i, -^]>- i= Arătați că lema lui Poincaré add= implică că Folosind acest fapt, demonstrați că ^-produsul din suspensia SX a oricărui finit spațiul simplicial X este trivial în sensul că produsul oricăror două clase de coomologie de dimensiune pozitivă este zero Fie un spațiu simplial A cu X o retragere a unui spațiu simplicial finit X, i: A X o încorporare și r: X A o retragere Demonstrați că NDH) = Іmі* fKegg* și H*(X) = Im r* Ѳ Keh i* Arătați că în inelul de coomologie H*(X) submulțimea Kerr este un ideal și Im r* este un subinel Fie produsul ^ dat în algebrele H*(X) și H*(Y) Definiți produsul ^ în H*(X VY) Demonstrați că pentru n > m un subspațiu imbricat standard cu RPn nu este o retragere a RPn Cursul Dualitate Poincaré Dualitatea Poincaré este un izomorfism între grupurile de omologie și coomologie ale unei varietăți (de dimensiuni adecvate) Această relație este destul de surprinzătoare, deoarece înseamnă că structura internă a unei varietăți compacte închise arbitrare este într-un anumit sens simetrică față de dimensiunea medie: aproximativ vorbind, se spune că grupele de omologie k-dimensionale și (u - k) grupurile de coomologie -dimensionale ale unei varietăți n-dimensionale sunt izomorfe O astfel de simetrie se bazează pe o construcție geometrică extrem de simplă (vezi § ) și folosește noțiunea de produs ^ al lui Whitney, o operație într-un anumit sens duală cu produsul ^ Kolmogorov-Alexander discutat în prelegerea anterioară § Descompunerea celulelor duale Fiecare compactă închisă (fără graniță) n-varietate Mn cu triangulație fixă poate fi asociată canonic (urmând Poincaré) cu o partiție în celule (adică dotarea lui Mn cu structura unui spațiu CW) Și anume, luăm în considerare mai întâi subdiviziunea baricentrică a acestei triangulații; Pentru a evita confuzia, vom numi subdiviziunea simplex subsimplex, lăsând termenul „simplex” doar pentru simplexurile triangulației originale În continuare, fiecărui vârf (adică -simplex) st punem în corespondență un n-celule st*, format din toate n-subsiplexurile cu vârful st Într-un mod mai general, cu fiecare k-simplex ck asociem o celulă (u - k) s*~k constând din toate (u - k)-subsiplexurile cu un vârf la centrul său de greutate Pentru cazul n = vezi fig Rețineți că fiecare st simplex își intersectează celula duală transversal: centrul său de greutate este singurul lor punct de intersecție Cursul Orez Descompunere dublă în celule pentru n = Nu numai că am dotat Mn cu structura unui spațiu CW (pe care îl vom nota cu M*)}, dar am dat și o bijecție între k-simplicele st ale triangulației date și celulele duale (u - k) st * din M* Mai mult, să fie fixată o orientare arbitrară pe Mn (adică, în fiecare dintre punctele sale, este dată o bază în funcție de aceasta, pe care o vom presupune că este orientată pozitiv) Apoi fiecare st simplex orientat definește în mod natural orientarea corespunzătoare a celulei duale: și anume, baza ei (cu originea în centrul de greutate), combinată cu baza de definire a orientării la st, trebuie să aibă aceeași orientare ca și baza pozitivă pe Mn cu originea la centrul de greutate Acest lucru ne permite să construim pentru orice k = , , și un homomorfism :Q(M;Z)^Cn fc(M*;Z), precizând-o pe simplexuri prin formula (crk) - o" ~k şi continuând cu liniaritatea Omomorfismul este definit pentru toți k de la la u, așa că s-ar putea crede naiv că este un morfism al complexului de lanț C(M, Z) în C(M*, Z), ceea ce ar da un izomorfism al omologiei grupuri Dar acest lucru este fundamental greșit, deoarece operatorii de limită din complexele de lanț C(M, Z) și C(M*, Z) acționează în direcții opuse în ceea ce privește dimensiunea, și anume dim((do )(ck)) = n - k - n - k + = dim((do )(ck)) § Dualitate între grupurile de omologie și coomologie Ținând cont de faptul că operatorii coboundary din complexele cochain acționează și „în direcții opuse”, vom depăși această dificultate trecând de la omologie la coomologie; acest lucru se va face în paragraful următor § Dualitate între grupurile de omologie și coomologie În restul acestei prelegeri, vom presupune că grupul de coeficienți pentru omologie și coomologie este același inel comutativ-asociativ R cu identitate (de exemplu, Z); în notație, inelul R nu este indicat în mod explicit: de exemplu, în loc de Sk(M*; R) vom scrie Sk(M*) Construim un homomorfism (pk de la Q(Mn) la Sp~k(M*) asociind cu fiecare simplex cxk (considerat ca un lanț k cu coeficientul G R la cxk) următoarea funcțională liniară pe (u — k)- celule: este egal cu pe celula cx \ duală cu simplexul cxk și este egal cu pe toate celelalte celule (u - k) Este clar că ipk este un izomorfism între Q(Mn) și Cn~ k(M*), iar din definițiile lui *: Hk(M; R) -+ Hn~k(M; R) între grupele de omologie și coomologie ne permite să definim operația de înmulțire a omologiei varietăților netede, care se numește ^-produs : pentru aceasta, este suficient să se transfere din coomologie prin intermediul acestui izomorfism pe produsul de omologie al lui Kolmogorov-Alexander Mai precis, pentru clasele de omologie aENp(M) și b ∈ Hq(M), produsul lor ^ ar>b eHp+q(M) este definit prin formula aob := )• Din această definiție și din proprietățile produsului Kolmogorov–Alexander rezultă imediat că grupul de omologie H*(M) al unei varietăți închise compacte netede M dotată cu un produs ^ este o algebră R cu multiplicare anticomutativă Această afirmație nu este doar o dualizare inutilă, așa cum ar părea la prima vedere Rezultă că produsul ^ admite o reprezentare geometrică simplă și foarte vizuală, datorită căreia uneori este mai ușor de calculat decât produsul Kolmogorov-Alexander Mai mult, așa cum vom vedea în curând, oferă o descriere simplă a dualității Poincaré în termeni de omologie și coomologie Descriem acum pe scurt interpretarea geometrică a produsului ^ Fie a G Cp(M) și b G Cq(M) două cicluri Pentru a simplifica prezentarea, presupunem că a și b sunt cicluri cu coeficient pentru unele simplexe și coeficient pentru restul; fie A multimea simplexelor cu coeficientul din ciclul a si fie B multimea corespunzatoare pentru b Să presupunem, în plus, că An B sunt § ^-produsul în poziție generală, adică oricare două simplexe (deschise) cgr G A și Tq G B fie nu se intersectează deloc, fie se intersectează într-o celulă deschisă de dimensiunea p + q - n Atunci A A B este un spațiu celular Orientăm toate celulele sale în felul următor: în primul rând, la baza care specifică orientarea pe cp A mC} (este format din p + q - n vectori), adăugăm n - p vectori pentru a seta orientarea pe cp și apoi adăugați n - q mai mulți vectori pentru a da o orientare pe xq, iar n vectori rezultați trebuie să dea orientarea aleasă pe Mn (vezi Figura ) Orez Orientarea la intersecția a două simplexe Se poate arăta că celulele (p + q - u) din L A B, luate cu coeficientul , formează un ciclu a r>b G Cp+q n(Mn); în plus, dacă a și b determină clasele de omologie a și / , atunci ciclul a^b determină corect clasa de omologie în HpJrq n(Mn}, care se notează cu ry/ Astfel, am construit o mapare biliniară o: Hp(Mn; R) x Hq(Mn; R) Hp+qn(Mn; R) Înmulțirea omologică (^-produsul) discutată mai sus este mai ilustrativă, dar și mai puțin generală decât cealaltă versiune a sa, înmulțirea omologic-coomologică (care se mai numește și ^-produsul) Această operație, care se notează și r\}, este definită pentru omologia și coomologia unui spațiu simplicial conectat la cale X (nu numai pentru o varietate netedă) cu coeficienți într-un inel comutativ-asociativ R cu unitate Vom lua în considerare simplexele ordonate; pentru a remedia ordinea, să numărăm toate vârfurile odată pentru totdeauna Cursul spațiul X; vârfurile oricărui simplex vor fi enumerate în ordinea crescătoare a numerelor lor În acest context, ^-produsul ^ coomologie-omologie) este o mapare biliniară o: Hp (X; R) x Hp + q (X; R) Hq (X; R) ( ) și este definită după cum urmează Fie cp G CP(X; R); ca de obicei, definim mai întâi produsul ^ pe simplexe; și anume, să punem •••> Ur+q] := {cp, [VO> —, Ur+q] Cq(X;R) Continuând această mapare prin liniaritate, definim în termeni de lanțuri și colanțuri maparea biliniară o: CP(X; R) x Cp+q(X; R) - C/X; R) Pentru a defini o hartă în termeni de (co)omologii, avem nevoie de următoarea versiune a regulii lui Leibniz Lema (regula lui Leibniz pentru produs g (coomologie-omologie)) egalitate corectă d(avg r cp+q) = (- )Ch ssrN / + (sroEsr+/ Dovada este un exercițiu de dificultate moderată Această lemă implică în mod direct definiția unei hărți biliniare( ), adică un produs ^ în termeni de (co)omologii Rețineți că produsul ^ are următoarele proprietăți: ( ) dacă f este o mapare a spațiilor simple, atunci A(/*aob)-aoL(b); ( ) (a^bp<>Cp+q) = (a^bp>Cp+(J); ( ) ap (bq cp+q+r) = (ap^bq)^ cp+q+r; aici a, b sunt clase de omologie, c este o clasă de omologie § Izomorfismul Poincaré Mai sus, am definit dualitatea Poincaré în termeni de lanțuri și colanțuri, iar această definiție nu oferă o modalitate eficientă de a calcula în termeni de (co)omologii Cu toate acestea, se poate descrie izomorfismul Poincaré direct în termeni de (co)omologii prin intermediul unei formule simple folosind produsul ^ Teorema (izomorfismul Poincare) Corespondenţă Hn~k(Mn; R) e an~k ~ an~k g, [Mn] e Hk(Mn; R), § Raportul de transmisie gaussian unde [Mn] este clasa fundamentală a unei varietăți orientabile netede Mn, definește izomorfismul dualității Poincaré Hn~k(Mn; R) = Hk(Mn; R) Dovada Fie K o triangulare a lui Mn, iar K' fie subdiviziunea sa baricentrică Vom considera omologiile ordonate numerotând toate vârfurile din K' după cum urmează: mai întâi numerotăm vârfurile din K, apoi centroizii de -simplici din K, apoi centroizii de -simplici din K și așa mai departe Ca ciclu reprezentând clasa fundamentală a lui Mn, luăm un lanț cu coeficientul pentru toate n-simplicele (i > , , pn) din K', unde vârfurile sunt listate în ordine crescătoare Acum fiecare simplex ordonat m = (p , u) din K' este conținut într-un singur simplex ordonat m din K, care este determinat de ultimul vârf u al simplexului c Celula corespunzătoare (u - -celula (vezi § ) poate fi reprezentată ca uniunea simplexelor ±(u, ,un), unde vârfurile sunt enumerate în ordinea crescătoare a numerelor lor În virtutea dualității Poincaré (vezi § ), fiecărui lanț k-dimensional ck = S zi(jli îi corespunde un cochain cn~k pentru care (cn~k, cj^) Prin urmare, cn fc^X;±(v , •••> Tzg) = Z(cn-fc, ± •••> vn))(v ,ik) = = (cn~k, (Ji^CJk = Y ,Zi^ = Sk> care este ceea ce s-a cerut □ § Raportul de transmisie gaussian Coeficientul de legătură Gaussian este un invariant întreg de perechi de curbe netede încorporate în R , care indică „numărul de spire” ale unei curbe în jurul celeilalte Introdusă inițial de Gauss ca o integrală dublă în contextul electrodinamicii, are o interpretare simplă din punct de vedere al omologiei, pe care o prezentăm acum Coeficientul gaussian de legătură a două cercuri care nu se intersectează Cr și C încorporate în sfera S este egal cu următorul număr k(CI C ): vom presupune (fără pierderea generalității) că C sunt, de asemenea, compuse din -simplice (orientate) de-a lungul cercurilor) și luați în considerare Cursul două lanțuri c c G Cx(S ; Z) cu coeficient pentru aceste simplexe și coeficient pentru restul; este clar că aceste lanțuri, în special c , sunt cicluri; deoarece S are o grupare de omologie trivială unidimensională, c este o limită, adică există un dg C (S ) cu lanțuri astfel încât d(d) = c ; sa punem lk(C C ) := [d^cj G H ® ) = Z Corectitudinea unei astfel de definiții (independența alegerii lui d) este conținutul Problemei De fapt, k(C C ) este așa-numitul invariant V A Vasiliev de tip finit și se calculează elementar din diagrama de legătură U C cu S prin numărarea „semnelor” punctelor de intersecție a două curbe (așa cum se arată în Fig ) Orez Calculul coeficientului de legătură Gaussian § Sarcini Fie (/?: Sk(M) -* Cn~k(M*) un homomorfism natural din grupul de lanțuri simple ale unei varietăți netede închise Mn în grupul de colanțuri din descompunerea sa duală a M* în celule Demonstrați următoarea relație de comutație: ^p-kO(^k - Vk-іUdk, unde și sunt operatorii limită și cofrontieră Demonstrați că dacă HgM = pentru o varietate tridimensională închisă M , atunci M este o sferă omologică tridimensională, adică grupurile de omologie ale varietății M sunt aceleași cu cele ale lui S § Sarcini , * Dați un exemplu de sferă omologică tridimensională care nu este homeomorfă la S Să fie reprezentat torusul ca un spațiu CW cu patru celule; c este un colanț care duce una dintre celulele la și celelalte la ; cg este un lanț cu coeficient pentru a doua celulă și pentru prima Calculați c Y este o mapare simplă și G H*X și b GH*Y; ( ) (aq,bp ryCp+q) = {aq rybp,cp+q); ( ) ar dy (bq dy cp+q+r) = (ap b ) dy cp+q+r Dați un exemplu de două complexe simpliale cu aceleași grupări de omologie, dar cu ^-multiplicari diferite Demonstrați corectitudinea următoarei definiții: coeficientul de legătură gaussian a două cercuri orientate încorporate în B este egal cu lk(C C ) = X ei> unde ei= ± sunt ca în Fig Demonstrați teorema dualității Poincaré pentru varietăți nedirecționate Cursul Teoria obstacolelor În Lectura am considerat problema de continuare: să fie dată o hartă /: A - + Y, unde A este o submulțime a lui X; este necesar să se construiască o mapare F: X -* Y care coincide cu f pe A Dacă X este un spațiu simplist (sau un spațiu CW), este firesc să rezolvăm această problemă prin inducție: mai întâi, extindeți f la vârfurile de triangulație în X, apoi la -simplici, în -simplici și așa mai departe Se dovedește că fiecare pas al inducției poate fi efectuat dacă și numai dacă o clasă de coomologie este egală cu zero Într-un fel, această clasă de coomologie „obstrucționează” construcția noastră și, prin urmare, abordarea inductivă descrisă mai sus se numește teoria obstrucției Această teorie are numeroase aplicații (nu numai pentru extensii de mapări), în special pentru clasificarea claselor de homotopie ale tuturor familiilor posibile de mapări prin intermediul grupurilor de coomologie corespunzătoare și pentru construirea așa-numitelor spații Eilenberg–MacLane Acestea din urmă, la rândul lor, joacă un rol cheie în alte teoreme de clasificare a homotopiei § Cociclu obstructiv Fie X un spațiu simplist, A subspațiu simplist al său, Xn reprezintă scheletul n-dimensional al spațiului X și fie f: Xn —> Y o mapare, unde Y este un spațiu topologic conectat la cale Setăm Xn := Xn și A Scopul nostru este să extindem harta f la Xn+ Presupunem că n , deoarece pentru un Y conectat pe cale construcția prelungirii de la X° la X este evidentă De asemenea, presupunem că Y este n-simplu, adică n > y) sunt trei § Cociclu obstructiv flacon pe grupul său de homotopie de dimensiune n (aceasta ne va permite să însumăm elementele grupului n „(Y, y) cu y diferit) Cu maparea f: Xn -* Y asociem un cochain în felul următor Ca de obicei, va fi suficient să specificați cn+ pe (u + )-simplici Deoarece fiecare simplex An+ are o orientare, definește o orientare pe g(An+ ), astfel încât restricția lui f la g(An+ ) poate fi privită ca un sferoid în Y; clasa de homotopie a acestui sferoid este, prin definiție, un element din np(Y), pe care îl asociem cu maparea / Astfel, cn+ (/)(Dn+ ) := [/|a(dl+ )] n(Y) Rețineți că dacă Dn+ aparține lui A, atunci sferoidul corespunzător este în mod evident trivial, astfel încât putem (și vom) considera cn+ (/) ca un colanț relativ, adică un element din Cn+ (X, A) ; lp(U)) Lema (cociclu obstructiv) Colanțul cn+ (f) este un cociclu relativ, adică Dovada Trebuie să demonstrăm că cn+ (/)(gAn+ ) = pentru orice (u+ )-simplex An+ din X Rețineți că n-scheletul spațiului simplial g(An+ ) §n + , evident, este o conexiune (u - ) spațiu (adică, toate grupurile sale de homotopie până la (n - )-a sunt banale), deoarece, de fapt, este echivalent homotopie cu o sferă cu mai multe puncte perforate (centrele de greutate ale fețelor (u + ) ale simplexul An+ ) Fie g(An+ ) = Ar+ Elementul cn+ (/)(A"+ ) al grupului n(X) corespunde mapării f: g(An+ ) —> X Fie Bn n-scheletul spațiului g(An + ), și a, un element din n(Bn) corespunzător unui homeomorfism care păstrează orientarea -> g(A" + ) Evident, homomorfismul Y: kp(Bp)^ kp(X) ia a, la cn+ (/)(dA"+ ) Deoarece spațiul Bn este (u - )-conectat, homomorfismul Gurevich h: n(Bn) -> Hn(Bn) este un izomorfism (după teorema lui Gurevich, vezi § ) Prin urmare, putem lua în considerare șirul de homomorfisme h~'f* Np (Vp) kp (Vp) lp (XY, Cursul compoziţia lor o h ia clasa de omologie dată de ciclul ^E(dr+ )=:r la cn+ (/)( dp+ ) Dar £d(D?+ ) = ddLp+ = , adică, ciclul z este zero și, prin urmare, imaginea sa sub homomorfismul /* o /i este, de asemenea, zero, după cum este necesar □ § Clasa de coomologie obstrucționată Cociclul cn+ (/) definește o clasă de coomologie, pe care o notăm cu Γn+ (/) Amintiți-vă că Xn ~ Xn A Teorema (Eilenberg) Maparea f: Xn-*Y poate fi extinsă la Xn+ , eventual modificând-o în prealabil pe mulțimea Xn\Xn~\ dacă și numai dacă Γn+ (/) = Omitem detaliile unei dovezi destul de evidente a acestei teoreme Într-adevăr, pentru a extinde maparea /, trebuie să se poată extinde la fiecare (și + )-simplex de la granița sa (pe care f este deja definit) În linii mari, egalitatea Γ = înseamnă că imaginea limitei fiecărui astfel de simplex este omotopic trivială în Y, deci se poate extinde maparea la (u + )-simplex § Teorema Hopf–Whitney Clasificarea homotopică a mapărilor de la un spațiu topologic la altul este una dintre principalele probleme în topologie Fie [X, Y] mulțimea claselor de homotopie de mapări de la X la Y Următoarea teoremă rezolvă problema de clasificare a homotopiei pentru o clasă largă de spații în ceea ce privește coomologia spațiului original X cu coeficienți în grupul de homotopie a spațiul terminal Teorema (Hopf-Whitney) Pentru orice spațiu simplicial n-dimensional X și orice spațiu conectat (u - V) Y, există următoarea bijecție: [X,Y] ^Hp(X;lp(P) • În cazul particular Y = această teoremă clasifică (până la homotopie) mapările complexelor simple într-o n-sferă: ele corespund bijectiv elementelor din Hn(X; Z), deoarece § Spații Eilenberg–McLane K(n, u) n (Sn) = Z O altă consecință a acestei teoreme este următoarea interpretare geometrică elegantă a celui de-al n-lea grup de coomologie a unui spațiu simplicial n-dimensional arbitrar Consecinţă Orice element al grupului de coomologie Hn(X, Z), unde X este un spațiu simplist de dimensiune n, este realizat prin mapări într-o sferă, i e se poate reprezenta sub forma în care s este un generator al grupului Hn(Sn; Z), iar harta f: X —> Sn este unică până la homotopie § Spații Eilenberg–McLane K(l, n) În aceste spații, topologia este concentrată, într-un anumit sens de homotopie, într-o singură dimensiune Au unele proprietăți frumoase și sunt utile în probleme de clasificare a homotopiei, precum și în construirea așa-numitelor operații coomologice Prin definiție, spațiul Eilenberg-MacLane K(mі rі) este un spațiu topologic X care satisface condiția ( i pentru k = u; ak(X) = { la k și Exemple ( ) Cercul S este un K(Z, )-spațiu ( ) Orice suprafață M , alta decât o sferă și proiectivă plan, este un )-spațiu ( ) IRP este un K(Z , ^-spațiu ( ) СР este un spațiu K(Z, ) ( ) Spațiul lentilei cu dimensiuni infinite L" este, de asemenea, un K(n, ^-spațiu, unde n = Zm Existența multor alte K(m, u)-spații este stabilită prin următoarea teoremă Teorema (existența K(i, u)-spații) Pentru orice grup prezentat finit n și orice n există un K(n, ^-spațiu Dovada Dovada constă în construcția directă a spațiului dorit, iar mai întâi se construiește un spațiu cu grupe de homotopie zero în toate dimensiunile până la u - , apoi este dotat cu grupul de homotopie n-dimensional necesar (izomorf cu grupul n) , și în sfârșit toate Cursul grupuri de homotopie superioare prin inducție prin „furtul lor la infinit” Fie (gi, , gr: jRi = = Rs = ) o specificație a grupului i prin generatoare și relații Notăm cu Kn := \/ S? o grămadă de z instanțe ale unei n-sfere (triangulate) Luați s copii ale discului (și + ) și lipiți-le de mănunchiul de sfere în conformitate cu relațiile Rlf ,Rs Spațiul simplist rezultat este notat cu Kn+ Evident, Hn(Kn+ ) = n După teorema lui Gurevici, np(Kn+ ) = n Cu toate acestea, construcția nu este completă, deoarece Kn+ poate avea grupuri de homotopie non-triviale în dimensiuni mai mari decât n Dispersăm aceste grupuri prin inducție prin lipirea discurilor de generatoarele lor □ Teorema (unicitatea K(n, r)-spații) Două K(n, r)-spații cu același nn sunt echivalente homotopic Dovada Este suficient să demonstrăm că orice X(n, ^-spațiu este homotopie echivalent cu spațiul pe care l-am construit în demonstrarea teoremei existenței Acest lucru se face prin inducție asupra dimensiunii scheletelor spațiului dat; punctul cheie este aplicarea teoriei obstacolelor, care nu este dificilă, deoarece obstacolele corespunzătoare dispar Teoremă (mapări la K(n, u)-spații) Dacă Y este un simplu K(yi, ^-spațiu și X este orice spațiu simplicial, atunci există o bijecție [X, Y] Nosh(y, yah) § Sarcini Dovada Din așa-numita formulă a coeficienților universali, care va fi dată în cursul , rezultă că Hp(K(i, u); n ) = Hom(Np(K(i, u); n )), și rămâne de aplicat teorema anterioară □ § Sarcini În notația de la § , fie /, g: Kn -* Y două hărți care coincid pe Kn~\ Fie dn(/,g)eCn(Kn,Â; n(Y)) este un cochain (care se numește distincție) definit pe un simplux An după cum urmează: luăm două instanțe ale lui An, le lipim de-a lungul graniței și mapăm prima instanță la Y prin / și cealaltă prin g, definind astfel un element din n(Y) Demonstrează asta dn(f,g) = cn(g)-cn(f) Folosiți acest fapt pentru a demonstra teorema lui Eilenberg Demonstrați că dn(f, g) + dn(g, h) + dn(h, f) = , unde dn este colanțul distinctiv definit în problema Demonstrați că S este un spațiu K(Z, ) Fie M o suprafață închisă distinctă de S sau IRP Demonstrați că M este un Kfj (M ), ^-spațiu Demonstrați că RP este un spațiu K(Z , ) Demonstrați că CP este un spațiu K(Z, ) Demonstrați că este un K(Zm, )-spațiu, în care spațiul lentilei cu dimensiuni infinite este definit după cum urmează: considerați S ca un subspațiu al lui C format din toate punctele (z z , ) pentru care ^|u | = ; introducem relația de echivalență (z }z , ) ~ (ez }ez , ), unde e = exp( pi/m); apoi L” :=§°°/~ Demonstrează asta pentru n impar; pentru par și ad ) = ( Cursul Fie M o -varietate închisă, unde grupul H(M ) este infinit și n (M ) = Demonstrați că M este un K(n, )-spațiu pentru unele n Fie X un simplu K(x, ^-spațiu de dimensiuni finite Demonstrați că x nu are elemente de ordin finit Cursul Pachete de vector și pachete G În această prelegere, studiem și clasificăm pachetele vectoriale (un concept cheie în topologia diferențială; cel mai important exemplu este mănunchiul tangent al unei varietăți netede) și pachetele G principale (care joacă un rol important în topologia geometrică, teoria K, și fizică teoretică) Mănunchiurile vectoriale peste spații paracompacte pot fi clasificate folosind o partiție a unității, folosind o generalizare a teoremei Feld-bau și o hartă gaussiană la pachetul Grassmann canonic; G-bundlele sunt clasificate folosind construcția frumoasă a lui Milnor și noțiunea de spațiu de clasificare al unui grup topologic § Categoria pachetelor vectoriale Mănunchiul vectorial p: E —+B este un fascicul (local trivial) (vezi § ) a cărui fibră F este un spațiu vectorial de dimensiune fixă este o pereche de mapări Ф: Ег —> Е și : Вг -+ В , unde (porg = for , iar restricția mapării Ф la fibră, i Se spune că un spațiu topologic este paracompact dacă oricare dintre învelișurile sale deschise poate fi înscris cu o acoperire finită local {Ua} Este ușor de demonstrat că orice spațiu paracompact X admite o partiție a unității, adică există o colecție de funcții fa: Ua -* R astfel încât faM = pentru ah, iaeh orice heh În plus, se cere ca „funcțiile de tranziție”, care exprimă relațiile dintre trivializările mănunchiului peste două submulțimi deschise care se intersectează ale bazei, să inducă mapări liniare pe fiecare strat Cursul Pachetele de vectori și pachetele G Având în vedere un pachet vectorial p: E -* B și o submulțime X c B, atunci restricția pachetului p la BI , notat cu p\x, este definită în mod natural; mai general, dacă este dată o mapare /: X ■ —> B, atunci pachetul indus f*(p): E -> X este definit după cum urmează: E :-{(b,e)eXxE:/(b)=p(e)} și f*(p)(b,e) := b În această situație, există un morfism canonic /*(p) P dat de formulele B, prg(r, b) = b ( ) Mănunchiul tangent m: TMn -* Mn al unei varietăți netede ( ) Mănunchiul normal v: N(Mn) ~* Mn dintr-o varietate netedă Mn încorporată lin în ( ) Bunul Grassmann canonic y™: E™ > G™, unde G™ este o varietate Grassmann (adică, mulțimea tuturor subspațiilor liniare k-dimensionale L ale spațiului vectorial IRm dotat cu topologia naturală), E™ := {(L, r) GG™ x Rm: r GL}, și y™ este proiecția naturală (L, r) ->L Există înglobări evidente G™ cu G™+ care ne permit să definim, prin trecerea la limita inductivă, varietatea G^ (numită Grassmannian infinit-dimensional) și fasciculul y£ § Clasificarea pachetelor de vectori pe o bază dată § Clasificarea pachetelor de vectori pe o bază dată În această secțiune studiem categoria Vectfc(B) de mănunchiuri k-vectori peste o bază paracompact fixă B Rezultatul principal este următorul Teoremă (clasificare) Clasele de izomorfism ale pachetelor k-vectorale p: E —* B peste o bază paracompactă B corespund bijectiv claselor de homotopie de mapări ale bazei în G^ Grassmannian, [B,G"] Vectfc(B) , mai mult, fiecărei mapări f: B -> G^ îi corespunde mănunchiul indus Pentru a demonstra teorema, trebuie stabilite trei fapte ( ) Corespondența este bine definită, adică oricăror două mapări homotopice f,g:B->G^ corespund fascicule izomorfe f r^=g r^Y ( ) Corespondența este injectivă, adică fasciculele izomorfe /*(y°°k) și g*(y°°k) corespund mapărilor homotopice f și g, /, g: B -> G^ ( ) Corespondența este surjectivă, adică pentru orice pachet pe GVectfc(B) există o mapare f:B-*G£ astfel încât fasciculul indus /*(y°°fc) este izomorf cu p Să comentăm dovezile acestor fapte Faptul ( ) este un caz special al următoarei teoreme mai generale Teoremă (invarianța homotopiei) Pentru orice pachet vectorial y: E -> B cu o bază paracompact B, hărțile homotopice /, g ale spațiului paracompact Br în B definesc fascicule induse izomorfe f*(y)=g*(y) Din această teoremă rezultă o generalizare de anvergură a teoremei Feld-bau (Lectura , § ) Consecință (trivialitate) Orice pachet de vectori peste un spațiu paracompact contractibil este trivial Dovada teoremei invarianței homotopiei se bazează pe următoarea lemă Lema (înmulțire cu [ , ]) Pentru orice pachet vectorial p cu baza B x [ , ] există o acoperire a bazei B de mulțimi deschise {Ua} astfel încât restricția fasciculului la oricare dintre mulțimile Ua x [ , ] este trivială Cursul Pachetele de vectori și pachetele G Faptul ( ) este dovedit cu ajutorul uneia dintre versiunile hărții gaussiene, pe care o definim mai întâi în cazul unei varietăți netede Mk înglobate în acest pachet vectorial , la originea (deci x merge la ) În cazul general, construcția este ceva mai complicată și folosește un Grassmannian infinit-dimensional, precum și noțiunea de înglobare gaussiană a unui pachet vectorial p: E —> B: este definită ca o înglobare arbitrară g: E — » R°°, care este un monomorfism liniar pe fibre Dovada faptului ( ) se bazează pe următoarele două leme Lema (trivialitate locală) Pentru orice pachet vectorial p: E —* B cu o bază paracompactă B, există un capac deschis numărabil {U}, restricția pachetului p la fiecare Ui este trivială Lema (înglobare gaussiană) Pentru orice pachet vectorial p: E -> B cu o bază paracompactă B, există o încorporare gaussiană g: E-*W° Faptul ( ) este dovedit în cazul general printr-un argument complex bazat pe reprezentarea spațiului R ca o sumă directă a subspațiilor Rev Ѳ Rod generate de vectori de bază cu numere pare și impare În cazul particular al mănunchiului tangent m al unei varietăți netede Mk, demonstrația este ușoară: încorporăm Mk în unele și îl considerăm constând din subspații liniare k-dimensionale in si aplicam maparea gaussiana care asociaza fiecare punct x e Mk cu un subspatiu liniar obtinut prin translatia paralela a planului tangent TxMk la originea coordonatelor Dovezile acestor fapte sunt bine prezentate în cartea lui D Hughesmoller „Fibred Spaces” (Moscova: Nauka, ) § Categoria de pachete G Un grup topologic este un spațiu topologic G dotat cu o structură de grup compatibilă cu topologia sa, adică mapările G x G -* G, (s, t) -> st și G -> G, s s , sunt continue Spunem că un grup topologic G acţionează din dreapta pe un spaţiu topologic X dacă ni se oferă o mapare continuă X xG-*X, (x, g) —> xg (punctul xg se numeşte imaginea punctului x sub acțiune § Designul lui Milnor elementul g), și • x(gh) = (xg)h pentru toate x GX și toate g, h GG; • xl =x pentru toate xgX; aici denotă identitatea (elementul neutru) grupului G Acțiunea stângă a unui grup topologic G asupra unui spațiu topologic X este definită în mod similar Dacă grupul G este abelian, atunci acțiunea din stânga este dreapta și invers (dar notația rămâne diferită) Exemple ( ) Acțiunea stângă (naturală) a grupurilor GL(n) și O(u) asupra Rn ( ) Acțiunea dreaptă (naturală) a grupului de matrici ortogonale O(k) asupra varietatii Stiefel V" a cadrelor k ortonormale cF ( ) Acțiunea din stânga (= dreapta) a numerelor reale diferite de zero pe spațiul IRn prin înmulțirea coordonatelor punctelor cu aceste numere Prin un G-bundle p: E-* B înțelegem proiecția unui spațiu topologic E dotat cu o acțiune dreaptă a unui grup topologic G pe spațiul orbitelor B = E/G ale acestei acțiuni Rețineți că pentru un pachet p dat local trivial nu există întotdeauna un grup G astfel încât p este un pachet G Morfismul fasciculelor G este definit într-un mod natural Clasa tuturor pachetelor G formează o categorie, notată cu Z unG; fixând baza B, obținem una din subcategorii ei, notată cu Z unG(B) Numim un pachet G p: E -*B principal dacă fibra sa F = p (b) este (până la homeomorfism) un grup G pentru fiecare leB Clasa tuturor pachetelor G principale formează o categorie, notată cu PB\inG; fixând baza B, obținem una dintre subcategorii ei, notată cu PBunG(B) Exemple ( ) Identificarea punctelor opuse pe o sferă n-dimensională este un pachet principal Z peste RP ( ) Proiecția naturală a unei varietăți Stiefel V" pe o varietate Grassmanniană G" este un pachet principal O(k) § Designul lui Milnor Fie G un grup topologic arbitrar; notăm cu EG(ri) := G * G * * G (și factori) unirea în n ori a grupului G cu Cursul Pachetele de vectori și pachetele G tu Este clar că G cu EG( ) cu Eg( ) cu cu EG(n) cu cu EG, unde Eg este limita inductivă pentru EG(n) ca n -> oo Luați în considerare acțiunea grupului G asupra EG prin deplasări la dreapta Pachetul corespunzător BG, care se numește (pe scurt) mănunchiul G n-universal, iar baza lui se numește spațiu de clasificare n al grupului G (nu atât de pe scurt, un spațiu de clasificare până la dimensiunea u) Exemple ( ) Pentru grupa S , spațiul de clasificare este CP , în plus, Egі = S°°, iar spațiul de clasificare k este CPk, în plus, = § /c+ ( ) Pentru grupul Z , spațiul de clasificare este RP , în plus, E^ = S°°, iar spațiul de clasificare k este RPfc, în plus, E^ § Clasificarea principalelor G-bundle Clasificarea pachetelor G principale este similară cu clasificarea fasciculelor vectoriale, dar mai complicată Rolul fasciculului Grassmann canonic aici este jucat de pachetul universal Milnor G a>G: EG -*BG, iar ideea principală este aceeași: luați pachetul /*(coG) indus din pachetul universal prin mapare /: B-*BG Teoremă (invarianța homotopiei) Dacă două mapări f,g: B -*BG ale aceluiași spațiu B în spațiul de clasificare BG sunt homotopice, atunci fasciculele induse corespunzătoare /*(coG) și g*( G) sunt izomorfe Fie / o mulțime dirijată de indici, {X(, i G /} o familie de spații topologice, iar pentru orice i, j G /, j i, o astfel de mapare continuă htj: -* Xj este definită că = idx , hik = hjk o hl} pentru orice i, j, k, ijk Atunci limita inductivă a familiei {X,} este definită prin formula ImX; := (| |X[)/~, unde relația de echivalență ~ este dată de următoarea regulă: Xi ~x^, x{ G Xif Xj G Xj, dacă există k GI pentru care hik (xf) = hjk (Xj) § Pachetele asociate cu pachetele G principale Consecință (trivialitate) Orice pachet principal peste un spațiu paracompact contractibil este trivial Teorema (clasificarea pachetelor principale) Pentru orice spațiu paracompact În conformitate cu [B,BG] e ff*(a>G) definește o bijecție [B,S] ^PBunG(B) între clasele de homotopie de mapări de la B la spațiul de clasificare BG și clasele de izomorfism ale pachetelor G principale peste B Nu vom demonstra această teoremă în cursul nostru (vezi cartea lui Hughesmoller menționată mai sus) § Pachetele asociate cu pachetele G principale Fie G un grup topologic, un pachet G principal £: E -> -> B și un spațiu topologic F pe care G acționează din stânga Apoi putem construi un pachet asociat canonic, notat cu £[F]; E[F] -> B, „înlocuirea fibrei G a lui £ cu F”; mai precis, £[F] este definită astfel: se consideră acțiunea grupului G asupra spațiului ExF din dreapta, dată de formula (e, Ds = (e > g- /), și se stabilește E[F] :=(ExF)/G și BX, Ф: E[F] -♦E/[F] formând un pătrat comutativ cu proiecțiile fasciculului, cu condiția ca există un morfism al fasciculelor G principale (F, F®B A®B -* , Hom(B, B) q), Ext(Zp, Zq)=Z(p>q), unde (p, q) este cel mai mare divizor comun al lui p și q ( ) ExtQA, T) = T dacă A = Zk - T, unde T este un grup finit ( ) Tor(G, B) = , ExtQA, G) - dacă G este un grup aditiv al unuia dintre câmpurile Q, R, C ( ) Tor(A, B) = dacă A este un grup abelian și Ker(pn) = pentru orice n GN, unde homomorfismul pn este dat de regula pn(a) = pa § Formula coeficienților universali Formula coeficientului universal permite descrierea grupurilor de (co)omologie cu orice grup de coeficienți G în termeni de (co)omologie cu coeficienți întregi Teoremă (coeficienți universali) Pentru orice grup abelian G și orice spațiu simplicial X, există următoarele secvențe exacte: -+Hk(X)®G^ Hk(X; G) Tor(Hk i(X), G) , O «- Hom(Hfc(X), G) «- Hk(X; G) HomțH^X), G) = {Ua} a unui spațiu topologic X Definim nervul Nco al unei acoperiri date ca o familie de simplexe corespunzătoare acestei acoperiri astfel: O-simplicele (vârfurile) sunt mulțimi deschise dintr-un >; -simplicele sunt perechi (Uay ,Ua ) pentru care Uai A Ua ; -simplicele sunt triple ale simplexelor care au cel puțin un punct comun și așa mai departe § Clase caracteristice Orez Acoperire nervoasă Prin definiția unui grup de lanț (să zicem, cu coeficienți întregi) QQVW) sunt mulțimile tuturor combinațiilor liniare de k-simplice, iar operatorul de limită este definit în același mod ca și pentru omologiile simple; prin urmare se obțin de obicei grupările de omologie într-un mod diferit Intuitiv, ar trebui să fie clar că dacă spațiul X este „destul de bun” și acoperirea a > „destul de bun”, atunci nervul său aproximează bine topologia spațiului X, astfel încât Hk(Nw) își aproximează bine omologia a k-a A doua idee principală a lui P S Alexandrov, aproximativ vorbind, provine din următorul fapt: dacă un înveliș este înscris în altul, atunci există o proiecție naturală a omologiilor nervului înscris în omologia celui de-al doilea nerv Grupurile de omologie ale spațiului X sunt definite ca limitele proiective ale acestor grupuri Se poate dovedi că functorul de coomologie Cech satisface axiomele Steenrod–Eilenberg și, prin urmare, pentru spații topologice suficient de bune, coincide, de exemplu, cu functorul de omologie singular § Clase caracteristice F Clasa caracteristică a fasciculului ț: E -> X este un invariant al acestui fascicul, luând valori în inelul de coomologie al bazei Fie / o mulțime dirijată de indici, {X(, i e/} fi o familie de grupuri, iar pentru orice i, j el, i, un astfel de homomorfism hl} este definit: Xj → Xh i, j, k, ij k Atunci limita proiectivă a familiei {X,} este definită ca submulțimea lui fjx constând din tuplurile {x i Cursul H*(X; G) și responsabil pentru proprietățile pachetului într-un fel sau altul legate de secțiunile sale Există multe clase de caracteristici diferite pentru diferite tipuri de pachete Cele mai cunoscute sunt clasele Stiefel–Whitney (pentru pachetele vectoriale și principalele G-bundle), clasele Chern (pentru pachetele vectoriale complexe), clasele Pontryagin (în primul rând pentru pachetele netede) și clasa Euler (pentru diverse pachete) Teoria claselor caracteristice are multe aplicații semnificative, în special la teoria corzilor, invarianții Gromov-Witten, teoria nodurilor, varietățile Calabi-Yao, teoria cuantică topologică a câmpurilor, geometria diferențială și algebrică și topologia Să vorbim mai întâi despre clasele Stiefel–Whitney de pachete vectoriale și să prezentăm cele mai simple proprietăți ale acestora R Pentru pachetele vectoriale n-dimensionale ț = (E -> X) și tot i = , , clasele Stiefel–Whitney u\(& de dimensiunea i sunt definite axiomatic ca astfel de elemente ale grupului de coomologie Hl(X) \ Z/ ) baze pentru care sunt îndeplinite următoarele condiţii (I) Normalizare: = , w,(t) = pentru i > n, Möbius foliation” (a unei fibrații unidimensionale netriviale p peste cercul S ) (II) Naturalitatea: = f* (u\(£Y) (III) Multiplicativitate: dacă și £ sunt mănunchiuri de vectori pe aceeași bază X, atunci La i= unde denotă înmulțirea în coomologie, iar φ este suma Whitney a fasciculelor vectoriale, adică un pachet vectorial peste X a cărui fibră peste orice punct x GX este suma directă a spațiilor vectoriale ^(x) și W (cititorul va da cu ușurință definiţia formală corespunzătoare) Din aceste axiome derivăm următoarele proprietăți ale claselor Stiefel–Whitney de fascicule vectoriale ( ) Clasele Stiefel-Whitney sunt invariante, adică fasciculele izomorfe au aceleași clase Stiefel-Whitney u\ pentru fiecare i ( ) Pentru orice pachet trivial e, wf(s)= pentru i> § Clase caracteristice ( ) Două mănunchiuri de vectori unidimensionale ale căror prime clase Stiefel–Whitney coincid sunt izomorfe ( ) Pentru orice pachet trivial e și orice pachet Ε, egalitatea w^e Ѳ t) = wt(t) este valabilă pentru tot i ( ) Dacă un pachet de n vectori E are o secțiune care nu dispare nicăieri, atunci ivn(t) = ( ) Dacă un pachet n-vector Ε are k peste tot secțiuni liniar independente, atunci ( ) Dacă M este o varietate netedă, atunci M este orientabilă dacă și numai dacă w (TM) = Există două dovezi clasice pentru existența claselor care satisfac axiomele indicate Unul se bazează pe teoria obstacolelor pentru construirea de secțiuni liniar independente (în spiritul teoriei construite în Lectura ), al doilea se bazează pe utilizarea unui Grassmannian cu dimensiuni infinite (în spiritul Lecției ) Să spunem acum câteva cuvinte despre clasele Chern și Pontryagin Clasele Chern cI i = , , , , sunt (într-o oarecare măsură) un analog complex al claselor Stiefel–Whitney, dar au o serie de diferențe fundamentale Ele pot fi definite și axiomatic Pentru orice pachet complex n-dimensional £: E -* X clasa cf(C) este un element al grupului de coomologie H l(X; Z) (rețineți uniformitatea dimensiunii grupurilor de coomologie și a grupului de coeficienți - aici deja numere întregi!) O altă diferență fundamentală este că clasele Chern pentru mănunchiuri peste varietăți riemanniene pot fi definite în termeni de formă de curbură Clasele Chern au analogi de proprietăți ( )–( ); pentru fascicule complexe liniare (= dimensiune complexă ) A, clasa c (A) este un invariant complet, adică există o bijecție între grupul H (X; Z) și mulțimea claselor de fascicule izomorfe de linii complexe Clasele Pontryagin pi} i = , , , ale pachetelor de vectori (reale) sunt cel mai ușor definite în ceea ce privește clasele Chern de complexificare a unui pachet dat E, după cum urmează: ), ele iau valori în grupa H l(X; Z) (atenţie la dimensiunea şi grupul de coeficienţi) Pentru clasele Pontryagin, doar o mică parte din proprietățile ( )–( ) sunt valabile, dar în cazul în care baza pachetului este o varietate netedă, acestea oferă o mulțime de informații valoroase Printre aplicațiile lor spectaculoase, se remarcă calculul (cu participarea izomorfismului Thom) al grupurilor de bordism de varietăți netede Cursul § Secvențe spectrale O secvență spectrală este un mijloc de calcul a grupurilor de (co)omologie ale unui obiect topologic sau algebric dat X prin aproximări succesive Pentru a construi secvențe spectrale, se prezintă de obicei o filtrare a obiectului X, adică o secvență crescătoare (nu neapărat finită) de subobiecte: x ^x^ ^xr ^x Această filtrare duce la o anumită filtrare în (co)omologii ai căror termeni converg într-un anumit sens către (co)omologiile lui X (Astfel, secvența spectrală este o generalizare (foarte) departe a secvenței exacte a unei perechi ) În diferite situații din diferite domenii ale matematicii, apar propriile lor secvențe spectrale „numite”: Adams (în teoria homotopiei stabile), Arnold (în teoria singularităților), Cartan-Leray (în topologia echivariantă), Leray (în teoria singularităților) teoria fasciculelor), Grothendieck (în categoriile de teorie), Serra (în topologia spațiilor de fibre), Hodge-de Rham (în analiza complexă), Hochschild-Serra (în algebra omologică) Este imposibil să oferim o definiție riguroasă a unei secvențe spectrale care acoperă toate aceste cazuri speciale într-un text scurt Ne limităm la câteva indicii despre schema generală de calcul În procesul de calcul al secvenței spectrale omologice, după pasul r, pentru orice numere întregi p și q, avem un obiect bigradat (grup, modul etc ) Er și un homomorfism dr • Er —> Er Pq' npq ^p-rq+rV numit operator de frontieră și care satisface condiția dr o dr = La (r + )-a pas, definim E^ ca omologia lui Epq în raport cu diferenţialul dr , adică setăm Er+ = KersG /itsG pq pq' P+rq—rf-l' și într-un fel firesc definim următoarea diferență dpț În condiții favorabile, mulțimea {Er : p + q = n} converge (într-un anumit sens) către omologia lui NP(X) Iar o expunere serioasă a teoriei secvențelor spectrale este un curs special semestrial (dacă nu un an!) Literatură (cărți bune despre topologie în rusă) [ ] V A Vasiliev Introducere în topologie M : Fazis, [ ] O Ya Viro et al Topologie elementară M : MTSNMO, [ ] W Massey, J Stallings Topologie algebrică Introducere M : Mir, [ ] V V Prasolov Elemente de topologie combinatorie si diferentiala M : MTSNMO, [ ] V V Prasolov Elemente de teoria omologiei M : MTSNMO, [ ] V A Rokhlin și D B Fuks Curs introductiv în topologie Moscova: Nauka, [ ] N Steenrod, S Eilenberg Bazele topologiei algebrice Moscova: Fizmatgiz, [ ] A T Fomenko și D B Fuks Topologie de homotopie Moscova: Nauka, [ ] A Hatcher Topologie algebrică M : MTSNMO, Cuprins Cuvânt înainte Partea I Topologie elementară Cursul Topologia submulților spațiului Curs Spații topologice abstracte Curs Construcții topologice Curs Grafice Cursul Curs Clasificarea suprafețelor Cursul Homotopie Cursul Câmpuri vectoriale Cursul Cursul Cursul Cursul Partea a II-a Introducere în topologia algebrică Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Cursul Literatură 